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Losungen zur 2. Projektaufgabe TheGI1

Definition: Keller-Turingmaschinen

Eine Keller- Turingmaschine ist eine nichtdeterministische Turingmaschine M = (Q, %, T, 0, k, A, qa, E),
die folgende Bedingungen erfiillt:
e k=2
Sie besitzt genau ein Eingabe- und genau ein Arbeitsband
e QxTI?xQxI?x{L}x{L,N,R}NA =1
Das heifit, fiir das Eingabeband gibt es nur die Kopfbewegungen Rechts und Nicht-Bewegung.
e QxI?xQxT x (T\{2}) x{L,N,R} x {L}NA =10
Das heifit, fiir jede Linksbewegung auf dem Arbeitsband muss ein Blank-Symbol O geschrie-

ben werden, es darf keine Uberfithrungsrelation geben, bei der der eine Linksbewegung auf
dem Arbeitsband ausgefiihrt wird und kein Blank-Symbol geschrieben wird.

e QxT?xQxT x{O}x{L,N,R} x {R}NA=10

Das heift, fiir jede Rechtsbewegung auf dem Arbeitsband muss ein Symbol aus I' \ {0}
geschrieben werden.

NTM fiir L

Wir definieren eine nichtdeterministische Keller-Turingmaschine (siehe Abbildung 1) fir L =
{a"b™ck | n,m,k € NTund (n = m) oder (n =k)}
Berechnung fiir w = aabce:

(qa, > aabee, > 0O) qa,a > abce,a > 0O)

qs,aa > bee,a > 0O)

3
qa,aab > cc, > a)
4, aabe > ¢, > 0O)
5

s, aabec > O, > O)
qg,aabee > 0O, 1> O)
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Berechnung fiir w = aabc:
(ga,> aabc,>0) F  (qa,a > abc,a > 0O)
Es miissen jetzt beide moglichen Abzweigungen betrachtet werden.
e Variante g4 — q1:

(g1,aa > be,>a) F (q1,aab > c,r> O)

e Variante ¢4 — gs:

(g3,aa > be,a > 0O) (quaab, > ¢, > a)

'_
F (q4,aabc > O,a > O)



Abbildung 1: Nichtdeterministische Keller-Maschine M

Beweis fiir M

Beschreibung der Maschine:

ga — 4a
qa — 1
q1 — q1

q1 — 42
q2 — q2
42 — g5
qA — 43
g3 — 43
g3 — 44
q4 — Q4

q4s — Q5
45 — 4E

Kopiere die a’s vom Eingabeband zum Arbeitsband

Fordere ein a auf dem Eingabeband und spule das Arbeitsband eine Einheit zuriick
Losche fiir jedes b auf dem Eingabeband ein a vom Arbeitsband und

gehe jeweils einen Schritt nach rechts beziehungsweise links

Fordere ein b auf dem Eingabeband

Lies ein ¢ auf dem Eingabeband

Fordere ein ¢ auf dem Eingabeband

Fordere ein a auf dem Eingabeband

Lies ein b auf dem Eingabeband

Fordere ein b auf dem Eingabeband und spule das Arbeitsband eine Einheit zuriick
Losche fiir jedes ¢ auf dem Eingabeband ein a vom Arbeitsband und

gehe jeweils einen Schritt nach rechts beziehungsweise links

Fordere ein ¢ auf dem Eingabeband

Fordere ein O auf dem Eingabeband (Wortende)

Beweis fiir L = L(M):

e Behauptung L C L(M)

Sei w € L, also w = a™b™cF mit n,m, k € NT und entweder n = m oder n = k. Dann ist zu
zeigen, dass fiir w auch eine akzeptierende Berechnung in M existiert.

— Fiir Fall n = m, also w = a™b"c*:

(qa,> a™b"c* > 0) F* 1 (qa,a" ' > ab"cF a7 > D)
Foo o (q,a" > bk e > D)
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FE=1 (gg,a™b"cF ! > ¢, > O)
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— Fiir Fall n = k, also w = a™b™c™:

(qa,> a™b™c",>0) Fr=b |
Eoo(
Fm=1
Foo (qq,a™™ > "> 0)
Pl |
Hoo(
oo

g5,a"d™c" > 0, 0O)
qg,a"d™c" >0, 0) |

Damit ist gezeigt, dass fiir alle w aus L eine Berechnung in M existiert. Also w €
L(M)= L CL(M).

e Behauptung: L(M) C L

Beweis: Sei w € L. Also gibt es eine Berechnung von M zur Eingabe w; (j sei die Lange
von w)
(QAa > U}j,|> D) |_7\4 (anw] > Da > D)

Die Berechnung sieht so aus:

— Fiir Fall “oben”: Zuerst wird a™ auf das Arbeitsband kopiert:
(ga,> wj, > 0) F" (ga,a”™ > wj_p,a” > 0O)

Ein a wird fiir den Ubergang nach ¢; verwendet, somit ist sichergestellt, dass die Anzahl
der a’s > 0 ist:
F(q,a"a > wj_p_1,a" " > a)

Nun wird fiir jedes b auf dem Eingabeband ein a auf dem Arbeitsband gel6scht, somit
ist sichergestellt, dass die Anzahl der b’s gleich der Anzahl der a’s ist:

F* (q1,a"ab™ > wj_gp_1,> 0O)

Ein b wird fiir den Ubergang nach gy verwendet, somit ist sichergestellt, dass die Anzahl
der b’s > 0 ist:
F (CI27 a”ab™b > Wj—2n—2, > |:|)

Die ¢’s werden iiberlesen:
Rk (q27a”ab"bc]C D> Wj_on—2—k, > O)
Ein ¢ wird fiir den Ubergang nach g5 verwendet, somit ist sichergestellt, dass die Anzahl
der ¢’s > 0 ist:
F (g5, a™ab"bc*c > O, > O)

Abschlieflend wird iiberpriift, ob Eingabe- und Arbeitsband leer sind:

- (qg,a™ab"bcke > O, > O)



Da bei jedem Ubergang von g4 nach ¢z mindestens ein a, b und ¢ gefordert werden, ist
gewihrleistet, dass nur w = a®b¥¢® mit z,y, z € NT akzeptiert werden.

Ebenso wird durch diese Uberginge eindeutig bestimmt, dass die a, b und ¢ nur in dieser
Reihenfolge im Wort vorkommen diirfen.

Der letzte Schritt stellt auflerdem sicher, dass nach den ¢’s (dem c¢) keine Zeichen mehr
folgen.

Damit ist der Fall “oben” bewiesen.

— Fiir Fall “unten”:
Zuerst wird a™ auf das Arbeitsband kopiert:

(qa,> w;, > 0)F" (ga,a” > wj_p,a” > 0O)

Ein a wird fiir den Ubergang nach ¢; verwendet, somit ist sichergestellt, dass die Anzahl
der a’s > 0 ist:

= (q;J,, aa > wj,n,l,a" > D)
Die b’s werden iiberlesen:
F™ (g3, a"ab™ > wj_p—1—m,a" > 0O)

Ein b wird fiir den Ubergang nach ¢4 verwendet, somit ist sichergestellt, dass die Anzahl
der b’s > 0 ist:

F (ga,a™ab™b > wj_p_2_m, a" ' > a)

Nun wird fiir jedes ¢ auf dem Eingabeband ein a auf dem Arbeitsband geloscht, somit
ist sichergestellt, dass die Anzahl der ¢’s gleich der Anzahl der a’s ist:

F" (g4, a"ab™bc"™ > wj_op—2—m,> 0O)

Ein ¢ wird fiir den Ubergang nach g5 verwendet, somit ist sichergestellt, dass die Anzahl
der ¢’s > 0 ist:

F (g5,a"ab™bc"c > O, > O)
Abschlielend wird iiberpriift, ob Eingabe- und Arbeitsband leer sind:
F (gg,a™ab™bc"c > O, > O)

Da bei jedem Ubergang von g4 nach ¢z mindestens ein a,b und ¢ gefordert werden, ist
gewihrleistet, dass nur w = a®bYc? mit z,y, z € NT akzeptiert werden.

Ebenso wird durch diese Ubergiinge eindeutig bestimmt, dass die a, b und ¢ nur in dieser
Reihenfolge im Wort vorkommen diirfen.

Der letzte Schritt stellt auBerdem sicher, dass nach den ¢’s (dem c¢) keine Zeichen mehr
folgen.

Damit ist der Fall “oben” bewiesen.
Daraus folgt zusammenfassend: L(M) C L.
Also ist L = L(M)



Kontextfreie Grammatik — Keller-Maschine
Konstruktion

Sei G mit G = (N, T, S, P) eine beliebige kontextfreie Grammatik. Dann kann eine dquivalente
Keller-Turingmaschine M konstruiert werden, so dass L(G) = L(M).
Hierzu konstruiert man M mit

e X =T
Die Eingabesymbole von M sind die terminalen Symbole der Grammatik G.
e '=TUNU{O}
Das Bandalphabet besteht aus allen Symbolen der Grammatik plus einem Blank-Symbol.

Die allgemeine Form der zur Simulation einer kontextfreien Grammatik verwendeten Keller-
Maschine ist in Abbildung 2 zu sehen.

x,x,N
n,n,N

n € N,z e (2U{0O})

Abbildung 2: Keller-Maschine M zur Simulation einer kontextfreien Grammatik, mit z €
(Xu{B}),neN

Dabei besitzt M folgende wichtige Komponenten
e Die Produktionsmaschinen My, Ms, ..., M;

Abbildung 3: Produktionsmaschinen M;

Die Produktionsmaschinen M7y, Ms, ..., M;, entsprechen jeweils genau einer Produktion der
Grammatik. Die allgemeine Form einer solchen Untermaschine ist in Abbildung 3 gezeigt.
Dabei gilt fiir jede Produktion N; — v, mit N; € N und v € (N UT)*:

W = WWoW3 . .. Wp = vt



Damit ist w die Umkehrung des produzierten Wortes der Produktion.

Dies wird benotigt, da wir - wie wir spéter zeigen werden - mit der Maschine ausschliefSlich am
Ende des Kellerbandes, also am linken Wortanfang des erzeugten Wortes arbeiten. Wenn wir
die rechten Seiten der Produktionen umkehren, produzieren wir damit also die Linksablei-
tungen der urspriinglichen Grammatik (sieche Lemma 6.3, Skript). Alternativ kénnte man
auch unsere Definition der Kellerturingmaschinen aus dem ersten Aufgabenteil so dndern,
dass der Keller nach links wéchst. Fiir unsere allgemeine Maschine verwenden wir jedoch
einen nach rechts wachsenden Keller.

e Der Vergleichszustand g,

Der Vergleichszustand ¢, erkennt terminale Symbole auf dem Eingabe- und Kellerband.
Er entfernt solange terminale Symbole vom rechten Rand des Kellerbandes wie das jeweils
rechteste Symbol mit dem aktuellen Symbol des Eingabebandes iibereinstimmt. Dabei wird
auch der Lesekopf des Eingabebandes einen Schritt nach rechts bewegt. Hierbei gibt es drei
mogliche Abbruchbedingungen:

— ¢, hat alle Symbole vom Kellerband entfernt und befindet sich am Ende des Wortes
auf dem Eingabeband. Dann wird in den Zustand qg iiberfiihrt, der immer terminiert
und akzeptiert. Damit akzeptiert M das Eingabewort.

— @, hat zwar alle Symbole vom Kellerband entfernt, aber befindet sich nicht am Ende
des Eingabewortes. Dann terminiert M in ¢, nicht akzeptierend.

— ¢, stosst beim Entfernen der Symbole vom Kellerband auf ein Nonterminal. Dann fiithrt
sie zuriick in den “Produktor”, ¢;, der Keller-Maschine, der die Berechnungen bildet.

Der Nichtdeterminismus der Maschine wird benétigt fiir die Ubergéinge von ¢; zu den Produkti-
onsmaschinen. Sind in der kontextfreien Grammatik mehrere Produktionen fiir ein Nonterminales
Symbol gegeben, so ist die Wahl der Produktionsmaschine hier nicht eindeutig. Bei einer NTM
ist das natiirlich kein Problem.

Beweis

Um die Aquivalenz der von der allgemeinen Kellerturingmaschine M akzeptierten Sprache und der
von der kontextfreien Grammatik G erzeugten Sprache zu zeigen, beweisen wir zwei Richtungen:

e L(G) C L(M)
Sei w € T* ein Wort der von G erzeugten Sprache. Das heisst w € L(G), also ist w in
G ableitbar und es existiert eine Ableitungskette. Dann miissen wir zeigen, dass w von M
akzeptiert wird. Dazu reicht es aus, eine akzeptierende Berechnung in M bei Eingabe von
w zu finden.

Fiir die Maschine nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Links-Ableitung
des Wortes w in der Grammatik G an. Die Maschine vollfithrt auf ihrem Arbeitsband die
Ableitungsschritte nach, die bei einer Linksableitung in der Grammatik G auftauchen. Dabei
ist der Inhalt des Kellerbands immer von rechts nach links, also riickwérts zu lesen.

Jeder Ableitungsschritt fiir das Links-Ableiten eines Wortes in einer kontextfreien Gramma-
tik hat die Form:

unv = upv
neN weT* v,pe{NUT}

Das langste Wort, dass nur aus terminalen Symbolen besteht und gleich dem Anfang von p
ist, bezeichnen wir im Folgenden als ¢. Also p = tppest, mit t € T, p, Prest € {N UT}* und
wenn prest # A, dann pg € N.



Da fiir ein ¢t # A, t immer nur aus terminalen Zeichen besteht, und die Produktionen kei-
nen Kontext verindern kénnen (sie sind ja per Definition konteztfrei), ist zwingend ut das
Teilwort, mit dem w anfingt.

Das rechte Ende des Kellerbandes enthélt nach jedem Ableitungsschritt immer das jeweilige
t~! dieses Schrittes. Dies muss zwingend der Fall sein, da die Maschine mit Hilfe der Pro-
duktionsmaschinen den Ableitungsschritt nachvollzogen hat. Aufgrund der Konstruktion
von My, Ms, ..., M; ist klar, dass wenn die Berechnung die Produktionsmaschinen verlésst,
die jeweilige Produktion auf dem Kellerband simuliert wurde:

(Q1, u > Wrest, UV > ND) F+ (QZawalt > wrestavp;elsttil ‘>)

In der akzeptierenden Berechnung entfernt ¢, nun diese iibereinstimmenden terminalen Sym-
bole der Grammatik vom Kellerband, und liest sie auf dem Eingabeband:

-1 4,—1 -1
(qzau > twrest27vprestt > D) l_* <QZ7Ut > wrest2avprest > D)

Das heisst jeder Ableitungsschritt kann durch die Maschine nachvollzogen werden. Also ist
bei Erreichen des Endes des Eingabewortes im Zustand ¢, auch der Lesekopf des Kellerbands
auf einem Blank positioniert. Daher wird der Ubergang nach ¢z vollfithrt und die Maschine
akzeptiert das Eingabewort w.

Also L(G) C L(M).
L(M) € L(G)

Sei w~! von M akzeptiert. Also gibt es eine Konfigurationsfolge, die mit der Anfangskonfi-
guration (g4, > w™!, > O) startet und in einer akzeptierenden Konfiguration endet.

Die Konfigurationsfolge entspricht genau einer Ableitungskette in der Grammatik. Hierzu
zerlegen wir die Konfigurationsfolgen in Teilstiicke. Ein solches Teilstiick reicht immer von
dem Erreichen des Zustands ¢; bis zum Verlassen des Zustandes g,. Da es durch die Kon-
struktion der Maschine notwendig ist, dass bei den Ubergéingen, die von ¢; nach ¢, fithren,
eine Produktionsmaschine durchlaufen werden muss, hat dieses Teilstiick immer die Form:

(qr,u>v,r ' >n) " (g,uv,rtz7t > 0O)
uveT*, rze{TUN}*neN

Durch die Konstruktion der Produktionsmaschine entspricht dieses Teilstiick genau einem
Ableitungsschritt der Form:

nr =g 2r

In der akzeptierenden Berechnung werden jetzt alle terminalen Symbole oben vom Keller
(das heisst am linken Wortanfang) entfernt, bis ein Nonterminal oder das Wortende auftritt.
Dieser Schritt ist bei der Ableitung, die w erzeugt nicht nétig, da alle terminalen Symbole
per Definition nicht weiter ersetzt werden kénnen.

Fiir jedes Teilstiick existiert also ein entsprechender Ableitungsschritt in der Grammatik.
Da in jedem dieser Teilstiicke in ¢, alle terminalen Symbole am Kellerende mit denen des
Eingabewortes verglichen und gegebenenfalls entfernt werden, muss beim letzten Schritt das
Wortende erreicht werden. Die Maschine akzeptiert das Wort w ™!, indem jetzt ein Ubergang
q. — qg stattfindet. Analog geschieht dies beim letzten Ableitungsschritt in der Grammatik,
da keine Nonterminale mehr im Wort stehen, und w damit erzeugt ist.

Also gibt es eine Ableitungskette S =¢ w, was zu beweisen war.
Also L(M) C L(G).



Beispielmaschine

Fiir unsere Beispielgrammatik G benutzen wir folgende Produktionen:

S — aSb (1)
S — ¢Sd (2)
S = A (3)

Daraus konstruieren wir mit Hilfe der vorher festgelegten Konstruktionsvorschriften eine Maschine
M (siehe Abbildung 4). Dabei entspricht Produktion (1) den Zusténden g2, g3, g4, ¢5, Produktion
(2) den Zustéinden g¢g, g7, gs, g9, und die Produktion (3) dem Zustand g¢i¢.

z,z,N
n,n,N

n € N,z e (2U{0O})

Abbildung 4: Nichtdeterministische Keller-Maschine fiir die spezielle Grammatik G

Die Maschine akzeptiert das Eingabewort w genau dann, wenn w € L(G). Also ist L(G) = L(M).
Als Beispiel nehmen wir das Wort “acdb” und “\”:

(qa,> acdb,>0) F (g1, acdb, > S) F (g2, > acdb, > O)

F (g3, acdb,b > 0O) F (qq, > acdb,bS > O)

F (g5, acdb,bSa > O) F (q., > acdb, bS > a)

F o (gzya > cdb,b> S)F (q1,a > cdb, b > S)

F o (gs,a > edb,b > 0) & (gr7,a > edb, bd > O)

b (gs,a > cdb,bdS > O) F (go, a > cdb, bdSc > O)

F o (ge,a > cdb,bdS > ¢) - (q1,ac > db,bd > S)

F (qi0,ac > db,bd > O) F (q,,ac > db,b 1> d)

F o (g2, acd > b,1> b) F (g, acdb > O, > 0O)

F (gg,acdbr> 0O, 0O)]

(ga,>0,>0) F (q1,> 0, 5)F (:0,>0,>0)
(e > 0,>0)F (¢p, > 0,> 0)



