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Losungen zur Projektaufgabe TheGI1

Ansatz fiir L; o Lo

Behauptung: Seien L;, Ly regulir, dann ist auch Ly o Ly = L = {wv | w € Ly,v € Ly} regulir.
Beweis: Da Ly, Lo regulér sind, existieren die reguliiren Grammatiken G; = (N1, T4, S1, P1) und
G2 = (NQ,TQ,SQ,PQ), mit L(Gl) = Ll und L(Gg) = LQ. Dabei sind die Elemente der N und P
Mengen jeweils eindeutig mit einem Index gekennzeichnet, so dass Ny N Ny = () und Py N Py = ().
Sei nun S’ € (N; UTy U Ny UT3) ein neues Startsymbol. Wir erzeugen eine neue Grammatik G’
mit:

G = (Nl UNy U {S/},Tl U TQ,S/,P/)

S'=9

P = {Q—pUR—1tS3|Q—pUR—teP}UP,

Dabei werden alle Produktionen aus P; nach P’ iibernommen. Genau diejenigen, die kein Non-
terminal produzieren werden ergénzt, indem das Startsymbol S; angehéngt wird.
Wir zeigen:
(a) G’ ist regulér
Offensichtlich sind N’ und 7" disjunkt: (N7 U Na U {S'}) N (T3 UTy) = 0.
Weiter sind alle Produktionen P’ aus G’ von der erlaubten Bauart fiir regulire Grammatiken,
da P; U P, erlaubt sind und die zusétzlichen Produktionen auch regulér sind.
(b) L(G'Y=Lio0Ly =L
Es sind zwei Richtungen zu beweisen
e L(G"YDL
Sei v € L. Dann existieren u € L1, w € Ly mit v = uw. Also S’ =& v.
Dann existiert eine Ableitung

S =& uSs =G uw

*
Da S; =G u immer mit einer Ableitung der Produktion der Form (R — t) € P; enden
wiirde, genau diese jedoch so verédndert wurden, dass sie Sy produzieren, erhilt man
als produziertes Wort von G’: u.Ss.

Also: v € L(G").
e L(GCL
Sei v € L(G"), u € L(Gy), w € L(G2). Dann existiert eine Ableitung

!
S =a, W1 =, W2 =G, - =G Wn =@ Wplll =G, Wplla =Gy - - - =Gy Wplly = U

Da P, € P/ und (P, ={Q — pU,R—tS2 | Q — pU,R—t € Pi}) € P'.
Also v = w, Uy, mit w, € L1 und u,, € Ls. Also v € L.



Ansatz fiir L; U Lo

Behauptung: Seien L;, Lo regulir, und w € ¥*. Wir zeigen, dass auch L = {w |w € L1 Vw €
Lo} regulir ist.

Beweis: Da Lj, Ly regulér sind, existieren die reguldren Grammatiken Gy = (N1, Ty, 51, P1) und
G2 = (N3, T5, Sa, P5), mit L(G1) = Ly und L(G2) = Ly. Dabei sind die Elemente der N und P
Mengen jeweils eindeutig mit einem Index gekennzeichnet, so dass Ny NNy = () und P, N P, = ().
Sei nun S’ ¢ (N1 UT; U Ny UTy) ein neues Startsymbol. Wir erzeugen eine neue Grammatik G’
mit:

G'=(NiUN U{S'}ThUTy, S, PLUP,U{S — S| S2})
G = (N',T',5,P)
Wir zeigen:
(a) G’ ist regulér
Offensichtlich sind N’ und 7" disjunkt: (N7 U No U {S'}) N (T3 UTy) = 0.

Weiter sind alle Produktionen P’ aus G’ von der erlaubten Bauart fiir reguliire Grammatiken,
da P; U P erlaubt sind und die zusétzliche Regel S” — S | Sy auch reguliir ist. Also ist G’
regulér.

(b) L(G"Y=L
Es sind zwei Richtungen zu beweisen

e L(G')DL
Sei v € L. Es ist zu zeigen, dass dann auch S; =&, v oder Sy =, v existieren.

Da S’ genau zwei mogliche Ableitungen, ndmlich S’ — S; und S’ — S, besitzt, be-
trachten wir beide Félle getrennt.
Fall “S" — $,": §' = S =¢, v, da P, C P'.
Fall “S’ — Sy7: §' =g S =¢, v, da Py C P'.
Also ist v € L(G’).
e L(GYCL
Sei v € L(G'). Es ist zu zeigen, dass dann auch eine Ableitung existiert, der Form:

S’ =G v

Da S’ nur einmal existiert, ndmlich als Startproduktion S — S; | Sa, muss diese Regel
im ersten Schritt, und danach nie wieder angewandt worden sein.
Wir betrachten die zwei moglichen Ableitungen getrennt.
Fall “$y” (P, C P'):
S/ =g Sl e
Fall “Sy” (P, C P'):
S/ =g Sg =ge

Also: Sy =¢, v und Sy =¢, v. Alsov € L.



Ansatz fiir L*

Behauptung: Sei L reguldr. Dann ist auch auch L* regulér.
Beweis: Wenn L regulir ist, so existiert eine reguldre Grammatik G.

G=(N,T,S,P)
Diese wird folgendermassen in eine neue Grammatik G’ iiberfiihrt:

G' = (N',T,5,P)

N =NuU{s'}
P =PU{S — S}U{S" = ALU{(R—tS)| (R—1t) e P}
Wir zeigen:
(a) G’ ist regulir
N’ und T’ disjunkt: (N U{S'})NT = 0.

Weiter sind alle Produktionen P’ aus G’ von der erlaubten Bauart fiir regulire Grammatiken,
da die zusitzliche Produktion der Form (R — tS) auch regulir sind. Also ist G’ regulér.

(b) L(G") =L
Es sind zwei Richtungen zu beweisen
e L(G) D L*
Sei v € L*. Dann gibt es eine Ableitung der neuen Grammatik, so dass S" = v.

Firv =\ (v e L°%:
S'= A

Fir v >0 (ve L™, n>1):
S =a S =4 w

terminiert, wenn w; = v (also v € L), oder aber die Produktion terminiert das Wort
nicht:

S’ =>aq! S :>5/ w1 S :>é/ wiwa S :>5/ ié/ v mit w, € L,TL >1

Damit ist gezeigt, dass G’ alle Wérter in L* produzieren kann, mit der verlangten Form
wiwows . .. wy, 1 € N. Also ist v € L(G’).

o L(GYCL*
Sei v € L(G’). Dann ist zu zeigen, dass dann auch eine Ableitung

S’ =g U

existiert. Diese gibt es:
Fiir v € LY:
S =a S =4 A

Firve L™, n>1:
S’ =a S iél w1S éél w1 weS ﬁél éé/ v

Da alle aus G’ produzierten Teilwoérter wy, ws, ..., w, € L sind, ist v € L*.



Ansatz fiir L

Ein Automat M’, der die Komplement#rsprache L'(= L) des Automaten M mit der Sprache L
produziert, mufl folgende Bedingungen erfiillen:

1.) Er darf keine Woérter akzeptieren, die in L sind
2.) Er muf alle restlichen Worter akzeptieren.

Kostruktion des neuen Automaten:

Zu 1.) Formal ergibt sich: Wenn M = (Q, %, ga, 6, E), dann ergibt sich fiir den Automaten, der die
Komplementérsprache L produziert:

E'=QnE

Zu 2.) Fiir jeden Zustand @ muf} eine Zustandsiiberfithrung beziiglich jeden Elements aus ¥ erstellt
werden, die in den neu definierten Zustand ¢, fihrt. ¢, ist akzeptierend, und fithrt bei
jedem Terminal aus ¥ zu sich selbst zuriick.

Q' =QUdpe,

§'=46U {(q’;LG’LUx’q’;LC’U.) | MS E} U {(qE>$vq;wu) | (QE,Cﬂ,(ZF) ¢ 5,$ € E»QE,(]F € Q}

E'=(QNE)Udpe,
Das Alphabet ¥ und der Anfangszustand g4 ist fiir beide Automaten gleich.
Beweis der Konstruktion:

Zu 1.) Die Zustandsiiberfiihrungen des deterministischen Automaten M sind unveréndert iibernom-
men worden. Die ehemals akzeptierten Zustédnde sind nicht mehr akzeptierend. Daher fiihrt
jede Eingabe eines ehemals akzeptierten Wortes zwangslaufig in einen nicht akzeptierten
Zustand. Also akzeptiert der Automat keines der urspriinglich akzeptierten Worter.

Zu 2.) Jeder ehemals nicht akzeptierende Zustand ist nun akzeptierend. Fiir jede nicht vorhandene
Kombination aus Zustand und gelesenem Zeichen ist eine Zustandsiiberfithrung (¢g, 2, ¢,c,,)
hinzugefiigt worden, die in einen neuen, akzeptierenden Zustand fithrt. Der neu eingefiihrte
Zustand ¢,.,, fiihrt nun bei jeder Eingabe zu sich selbst. Damit ist der Automat vollstéindig
und jedes vorher nicht akzeptierte Wort wird nun akzeptiert.



