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Lésungen zum 3. Ubungsblatt TheGI3

Losung zu Aufgabe 11:

(a) X-Struktur A:

Astruct =N~
Athing =N
zeroy =0 ap =0 ba=1 cyg=2
ing (v, w) = vw
0 firw=A\
outg(w) =

v fiir w="wv
empty 4 (w) = {w € N* |w = A}
is_ing(v,w) = {(v,w) € N x N* | v ist in w}
longer 4 (t,w) = {(t,w) € N* x N* | |[¢t| > |w|}
Uberpriifen der Giiltigkeit der folgenden Formeln. Sei 3 hierzu eine beliebige Variablenbele-
gung;:
1. ¢1 = Vu.Va.longer(in(u,x),x)

(Aa 5) ): #1

& (A,0) E Vu.Vz.longer(in(u, ), )
< (A,Plu/d]) EVz.longer(in(u,z),z) fir alled € N
< (A, plu/d,x/e]) = longer(in(u,z),x) fiir alle d € N fiir alle e € N*
s (B*u/d, z/e (in(u, x)), B*[u/d, z/e](z)) € longer , fiir alle d € N fiir alle e € N*
& (ina(d,e),€) € longer , fiir alle d € N fiir alle e € N*
< (de, e) € longerA fiir alle d € N fiir alle e € N*
debA |de| > le| fiir alle d € N fiir alle e € N*
Somit gilt A = ¢ |
2. 9 = out(in(a,zero)) = a
(4,5) = #2
<  (A,P) E out(in(a,zero)) = a
& (*(out(in(a,zero))) = 3*(a)
& outy(ina(B*(a), % (zero))) = au
< outy(ina(aa zeroA)) =ay
1S4 outa(ina(0, ))
defA out 4(00) =
A 0=0
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Somit gilt A = v

3. 3 = Jz.(—(out(in(a,z)) = a))

Somit gilt A |= 3

(b) X-Struktur B:

=)

(4,8) = 3

(4,8) = Jz.(~(out(in(a, ) = a))

(A, B[x/d]) E —(out(in(a,z)) = a) fiir mind. ein d € N*
(A, B[x/d]) E out(in(a, z)) # a fiir mind. ein d € N*
B*[z/d](out(in(a, z))) # B*[z/d](a) fiir mind. ein d € N*

to o

o
@

o
hS

out4(ing(aa,d)) # aa fiir mind. ein d € N*
out4(ina(0,d)) # 0 fir mind. ein d € N*
out 4(0d) ;é 0 fiir mind. ein d € N*

out 4(012) #

240

4

I
b

&
b

U
Y
o

&
S

Bgtruct = {07 1}*

Bthing = {05 1}

zerog =0 ap =1 bg =0 cg=1
ing(v,w) = vw

0 firw=A\

v fir w = wv

emptyz(w) = {w € {0,1}* |w= A

is_ing(v,w) = {(v,w) € {0,1} x {0,1}* | v ist in w}
longerg(t,w) = {(t,w) € {0,1}* x {0,1}* | |[t| > |w]|}

outp(w) =

Formel 2. ist nicht giiltig in B:

Somit gilt B [~ pa

(c) Seip=(r=y)V

(B, B3) ¥ ¢2

(B, 8) £ out(in(a,zero)) = a

(B, 8) E out(in(a,zero)) # a

5* (out(in(a,zero))) # 5*(a)

outB(inB(ﬁ*(aLﬁ*(zero))) # ap
(ap,zerop)) # ap

(1,

))#1

to e

outp(inpg

\U,%
w

(1
outp(ing
(10) #

‘U/%
w

outp(10

lJ/%
w

041

(EIz.EIv.is,in(fu, in(u, I)))

Die Substitution [o] ist nicht zuléssig, da z.B. nach (3.) u durch out(x) ersetzt werden soll.
Da sich aber w frei im Scope des Quantors Jdz befindet, ist diese Substitution nicht zuléssig.
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Definiere folgende Umbenennung (r):  r(z) =z

p(r)o] = ((m y) V (3z.3v.is_in(v, in(u, m))))(r}[a]
= (z=y)(r)[o]V (3z.3v.is_in(v, in(u, x)))(r)[o]
= (zlo] = ylo]) vV (3r(z).3v.is_in(v, in(u, r(z))))[o]
= (o(x)=o0(y))V (EIZ Fv.(is-in(v, 1n(u z))[a[z/z v/v]]))
= (U(Jc =0o(y)) V (3z.3v.is_in(v, in(o(u), 2)))
= (y=1in(u,2))V (Fz.3v.is_in(v, 1n(out( ),2)))

Losung zu Aufgabe 12:

1. Beweis mittels Satz 19.4.7 und Aquivalenzumformungen:
Definiere die Abbildung f : P — Formy(X) mit f(p) = ¢ und f(g) = ¢. Somit ist nach
Satz 19.4.7:

(p =)V (@ — ) fllp—¢q)V(g—p)
f((=pV @)V (~qVp))
f(

(T

“pVqV-qVp)

)
Da B*(T) =T fiir jede beliebige Belegung gilt, ist die Formel somit allgemeingiiltig.

2. Gegenbeispiel

¥-Struktur A:
Anat =N
FA(.%‘) =z+1
+A(x7y) =r+y
<a=NxN

Sei die Belegung der Variablen folgende: G(z) =1 und S(y) =

(A,B) o<y —(y <=
& (A8 <y oder (4,8) k (y <)
& (AB)Ex<yoder (A, Q) Fy<z
& (B(x),B(y)) €<a oder (B(y), B(x)) ¢<a
< (1,2) e<y oder (2,1) ¢<y

Das gilt, da < 4= N x N definiert wurde. Somit ist die Formel nicht allgemeingiiltig

3. Beweis:
Seien die Struktur A und die Belegung 3 beliebig gewé&hlt:

= (zVy.(F(z) =y)) — (Vy.3u.( Y))
K Jx.Vy.(F(x) = y) oder (4, ) ): Vy Jz. ( (x) =

B)

) )
) E 3z Vy.(F(z)

)

)

@

)

(2) = ) oder (4,4) - Vy.3e.(F()
= V.V, (F(z) = ) oder (A, B) | Vy.3a.(F(x)
= V2. 3y.~(F(z) = y) oder (4, B) |= Vy. 3. (F(z) =
{fur alle a € Apae, fiir mind. ein b € Apar (A4, Blx/a, y/b])

fiir alle d € Apat, fiir mind. ein ¢ € Ayor (A, Blz/c,y/d))

(4,
(4,8
(4,8
(4,8
(4,8

A
A
A
A

t oo

Y
Y
) Y

)

)

)

= (F(z) # y) d}
= (F(z) =)
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Diese letzte Zeile sagt nichts anderes aus, als das die Tridgermenge nicht einelementig ist
oder die Funktion F surjektiv ist. Es ist offensichtlich, dal eine Funktion, die auf einer
einelementigen Tradgermenge definiert ist, aufgrund der Abbildungseigenschaften surjektiv
sein mufl. Somit ist die Formel allgemeingiiltig. ]

Loésung zu Aufgabe 13:

(a) Seien ® = {@1,..., 01, X1,--+, Xm} und ¥ = {1, ... ¥Un, X1, -, Xm} mit [,m,n € N.

A € Mods:(®) U Mods ()

AEDoder AET

AE{o1, - 01 X1y Xm )y oder A= {1, ..., Wn, X15- s Xm }
AE{e1, ot U{xt, s xmpoder AE{t1,..., 0} U{Xx1, - s Xm}

AE{x1, s xm}und (A E{p1,..., @} oder A= {¢n,...,9n})
AEONT und (AE®\ (®NT) oder A =T\ (&N T))

& A€ Modg(®N¥)N (Mods(®\ (2N V) UMods(¥\ (N W)))

toe o

An dieser Stelle ist natiirlich offensichtlich, daf Mods(®) U Mods (%) C Mods(® N ¥)

(b) Seien ¢,1 € Formy(X) und semantisch voneinander verschieden (aber nicht antivalent).
Dann gilt fiir ® = {¢} und ¥ = {¢}:

Mods ({¢}) UMods({¢}) # Mods({¢} N {¢})
Mods({¢} N {¢}) = Modx () woraus folgt, dafl diese Modellklasse alle aus der Signatur 3
erzeugbaren X - Strukturen enthélt. Die Vereinigung der beiden Modellklassen auf der linken
Seite der Ungleichung bringt aber, durch die Voraussetzung eine schwachere Modellklasse.

Loésung zu Aufgabe 14:
Sei X = (Xg) mit Xg = {a,b,c}

(a) ¢ =CQ(a,a)
(b) ¥ =Q(a,b) AQ(b,c) = Qa,c)
(¢) x = Q(a,b) = Q(b,a)

(d) X-Struktur A: Ag={0,1,2} Q4 =1{(0,0),(1,1),(2,2),(0,1),(1,2)}
Nachweis A ist Modell von ¢:

(4, 0) F ¢ < (A, 0) F Qa,a) & (B(a), Ba) € Qa

Diese Aussage gilt natiirlich fiir alle Belegungen (.
Um die Folgerungen zu widerlegen, reicht es zu zeigen, dafl A nicht Modell der anderen
Formeln ist:

A, B) E v« (A,8) E Qa,b) AQ(b,c) — Q(a,c)

A, B) = Q(a,b) AQ(b, c) oder (A, 8) = Q(a, c)

(4,5) E ~(Q(a,b) AQ(b, ¢))) oder (4, B) = Q(a,c)

A, B) = ~Q(a,b) oder (A, 8) = =Q(b, ) oder (A, B) = Q(a, c)
B(a), B(b)) & Qa oder (B(b), B(c)) ¢ Qa oder (5(a),B(c)) € Qa
Fiir 8(a) =0, B(b) =1, B(c) = 2 ist die Aussage nicht erfiillt.

toe o

Somit gilt die Folgerung ¢ I v nicht. |
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(e)

(f)

(A4, 8) Fx = (4,8) = Q(a,b) — Q(b,a)
A ( ) l# Q(a,b) oder (A, B) ‘: Q(b, a)
& (B(a),8(b)) ¢ Qa oder (5(b),5(a)) € Qa
Fiir 5(a) =0, B(b) = 1 ist die Aussage nicht erfiillt.

Somit gilt die Folgerung ¢ I x nicht. |

Y-Struktur A:  Ag={0,1} Qa ={(0,1),(0,2),(1,2)}
Nachweis A ist Modell von ¥:

(A, 8) E¢ < (A,8) | Qa,b) AQ(b,c) — Qa, c)
& (A48)F Q(a b) A Q(b, ¢) oder (4, 5) = Q(a, ¢)
& ((4,8) F ~(Q(a; ) A Q(b,0))) oder (4, B) = Q(a;c)
& (A,0) = ﬂQ(a b) oder (A, 5) |= =Q(b, ¢) oder (4, 5) = Q(a,c)
& (B(a),8(b)) & Qa oder (3(b), B(c)) & Qa oder (5(a),B(c)) € Qa

Es ist offensichtlich, dafl diese Aussage fiir alle Belegungen ( gilt. Somit ist A Modell von
.

Um die Folgerungen zu widerlegen, reicht es zu zeigen, daBl A nicht Modell der anderen
Formeln ist:

(4,8) E ¢ = (4, 8) E Q(a,a) & (B(a), B(a) € Qa
Fiir 5(a) = 0 ist diese Aussage nicht erfiillt.

Somit gilt die Folgerung 1 IF ¢ nicht. O

(4,8) Fx = (4,8) = Q(a,b) — Q(b,a)
(4,8) = Q(a,b) oder (A, ) = Q(b,a)
(

~
& (B(a),B(b)) ¢ Qa oder (B(b),5(a)) € Qa
Fiir 8(a) = 0, B(b) =1 ist die Aussage nicht erfiillt.
Somit gilt die Folgerung % IF x nicht. O

Y-Struktur A:  Ag={0,1} Q4 ={(0,1),(1,0)}

(4,8) Ex < (4,0) | Qa,b) — Q(b,a)
& (A, 0) I~ Q(a,b) oder (4, 8) = Q(b, a)
& (B(a),B(b)) & Qa oder (3(b), B(a)) € Qa

Auch hier ist offensichtlich, daf3 die Aussage fiir alle Belegungen ( gilt. A ist somit Modell
von x.

Um die Folgerungen zu widerlegen, reicht es zu zeigen, dafl A nicht Modell der anderen
Formeln ist:

(4, 8) F ¢ < (4, 0) F Qa,a) & (B(a), Ba) € Qa
Fiir f(a) = 0 ist diese Aussage nicht erfiillt.

Somit gilt die Folgerung x IF ¢ nicht. |
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(4,8) Ev < (A,8) E Q(a,b) AQ(b,¢) — Q(a,c)

(4,8) Q(a b) A Q(b, ¢) oder (4, 5) = Q(a,¢)

((4,8) = ~(Q(a,b) A Q(b,c))) oder (A, B) = Q(a, )

(4,8) | ~Q(a,b) oder (4, 5) = —Q(b, c) oder (4, §) |= Q(a, )
(8(a), B(b)) ¢ Qa oder (8(b), B(c)) ¢ Qa oder (5(a), B(c)) € Qa
Fiir 8(a) =0, B(b) =1, B(c) = 0 ist die Aussage nicht erfiillt.

to e

Somit gilt die Folgerung x IF ¢ nicht. O

(g) X-Struktur A: Ag={0} Qa={(0,0)}
Da die Trégermenge in A nur ein Element besitzt, existiert auch nur eine mogliche Belegung
zu jeder Variablen aus X. Sei S(a) = 8(b) = B(c) =0

(6(a)7ﬂ(a)) € QA = (an) € QA = A ': ¥

(B(a), B(b)) ¢ Qa oder (B(b), 5(c)) & Qa oder (5(a), 5(c)) € Qa
= (0,0) ¢ Q4 oder (0,0) ¢ Q4 oder (0,0) € Qa
= AEY

(5(0’)’/6(1))) ¢ QA oder (ﬂ(b)7ﬁ(a)) € QA = (070) ¢ QA oder (070) € QA = A ): X
Da A somit Modell aller drei Formel ist, folgt da Modx () N Mods(¢) N Mods (x) # 0.
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