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Betrachte folgende logische Signatur X:

Aufgabe 11
Yy =
sorts:
opns:
rels:

struct thing

zero : — struct

a, b, c : — thing

in : thing struct — struct
out : struct — thing

empty : <struct>
is_in : <thing struct>
longer : <struct struct>

(14 Punkte)

Auflerdem sei Xggrucr = {2,9,2,21,%2,...} und Xening = {u,v,w,u1,us,...}

gegeben.

(a) Gib eine X-Struktur A an, in der folgende Formeln giiltig sind (und beweise
deren Giiltigkeit):

1. Vu.Vz.longer(in(u, ), z),

2. out(in(a,zero)) = a,

3. Jz.(—(out(in(a,z)) = a)).

(b) Gib eine ¥-Struktur B an, in der eine der oben genannten Formeln nicht gilt

(und beweise die Ungiiltigkeit der entsprechenden Formel).

(c) Gegeben sei die Substitution [o], fiir die Folgendes gilt: (1.) o(z) = y, (2.)
o(y) = in(u, 2), (3.) o(u) = out(z) und (4.) o(v) = a, (die restlichen Va-
riablen werden also auf sich selbst abgebildet). Gib eine Formel ¢ an mit
z,y,u € Free(y) und z,v € Bound(y), so dass [o] nicht zuléssig fiir ¢ ist (mit
Begriindung). Bestimme dann eine zulédssige Umbenennung (r), so dass [o]
zuliissig fiir ¢(r) ist, und gib ¢(r)[c] an.

Gegeben sei folgende Signatur:

Aufgabe 12
Y =
sorts:
opns:
rels:

nat

F : nat — nat
+ : nat nat — nat

< : <nat nat>

(6 Punkte)




Auflerdem seien X = Xpa¢ = {z,y} eine zu ¥ gehdrende Variablenmenge und
©, ¥ € Formyx (X). Untersuche die folgenden Formeln auf Allgemeingiiltigkeit:

1. (p =)V — ), (verwende Satz 19.4.7 aus dem Buch!)
2. Ve Vy.(z <y = ~(y < z)),
3. (FzVy.(F(z) =v)) - (Vy.3z.(F(z) = y)).

Aufgabe 13 (6 Punkte)
Seien ¥ eine logische Signatur, X eine zu ¥ passende Familie von Variablenmengen
und @, ¥ C Formy(X) zwei Formelmengen.

(a) Zeigen Sie, dass gilt:
Modz(@) U MOdg(‘I’) - MOdz(‘I’ n \I’)

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir ® und ¥ an, so dass
Modyx (®) U Mods (%) # Modx (® N T)
ist.

Aufgabe 14 (14 Punkte)
Gegeben seien ¥ = (S,0P, R) mit S = {s}, OP = § und R = {Q} mit Q : (ss).

(a) Formulieren Sie eine Formel ¢, so dass die Modelle A von ¢ genau die Struk-
turen sind, fiir die Q4 reflexiv ist, (d. h. jedes a € A, steht zu sich selbst in
Relation Q4).

(b) Formulieren Sie eine Formel v, so dass die Modelle A von ¢ genau die Struk-
turen sind, fiir die Q4 transitiv ist, (wenn also aR4b und bR4c in A gilt, so
auch a@ 4c).

(c) Formulieren Sie eine Formel x, so dass die Modelle A von x genau die Struk-
turen sind, fiir die Q 4 symmetrisch ist, (d. h. aus a@Q 4b in A folgt stets bQ 4a).

(d) Zeigen Sie, dass weder ¢ IF 9 noch ¢ IF x, indem Sie ein A € Modsx(¢p) \
(Modsx(v) UMods(x)) angeben.

(e) Zeigen Sie, dass weder ¢ I ¢ noch ¢ I x, indem Sie ein A € Modx(¢) \
(Mods(¢) U Modsx(x)) angeben.

(f) Zeigen Sie, dass weder x IF ¢ noch x IF ¢, indem Sie ein A € Modx(x) \
(Mods(¢) U Modyx()). angeben.

(g) Zeigen Sie, dass Modyx () N Mods(¢) N Modx(x) # 0, indem Sie ein A €
Mods ({, ¥, x}) angeben.



