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Lésungen zum 2. Ubungsblatt TheGI3

Losung zu Aufgabe 5:

(a) Die Aquivalenz gilt nicht.
Beweis durch Gegenbeispiel: Fiir B(p) = B(q) = F gilt:

B*(=(p = q)) = [~(B*(p = q)) = [~(/~(B(p), B(q))) = [- (/- (F, F)) = f-(T) = F

aber

B*(p — —q) = [~ (B(p), [~(B(@))) = f-(F, f-(F)) = [-(F,T) =T

Da die Ungleichheit fiir eine mogliche Belegung der Aussagensymbole bewiesen wurde,
konnen die beiden Formeln nicht dquivalent sein.

(b) Die Aquivalenz gilt.

Beweis durch Aquivalenzumformungen. Verwendete Regeln:
p—L=-p (5.1) (52) p—YP=—pV
e = (5.3) (5.4) —(pV)=—pA—p

(=) =g > —1)— L E ~(pog) =) E ~(vpvg— )

(5.2),(5.3) (5.4)
= " (=lpvgVv-or) = (Vg AT

Damit ist die Aquivalenz bewiesen.

Losung zu Aufgabe 6:

(a) Aufstellen der Wahrheitstabelle:

lpflalr[Cp VvV ¢ ) A = ((r = p A qg ) — (r A q)]
TIT|T T T T F F T T T T T T T T T
T|T|F T T T T T F T T T T F F F T
TIF|T T T F F F T F T F F T T F F
T|F|F T T F T T F T T F F F F F F
FlT|T F T T F F T F F F T T T T T
F|T|F FTT T T F T F F T F F F T
F|IF|T F FF F F T F F F F T T F F
F|I|F|F F F F F T F T F F F F F F F

Mit Hilfe der Elementarkonjunktionen lassen sich die Normalformen bilden:
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e 1. disjunktive Normalform: ¢ = (p AgA 1)V (pA—=gA—r)V (-pAgA—r)

e 2. disjunktive Normalform:
Wenn man sich die obige Formel genauer ansieht, so erkennt man, dafl p im ersten und
dritten Disjunkten verschwinden kann. Somit ergibt sich folgende DNF":

o=(@AN-1r)V(pA-gA-T)

e konjunktive Normalform:
p="mp=—(rV(-pA-gA-T))=-TA(-pA-gA-T)=-TA(PVqgVT)

(b) Aufstellen der Wahrheitstabelle:

(pJa[Cp = = ¢ ) = (g > p ) — L]
TIT|] T F F T T T T T F F
T|Fl|l 7 7 T F F F T T F F
Flr| FP T FT T T F F T F
FlF| FP T T F F F T F F F

Mit Hilfe der Elementarkonjunktionen lassen sich die Normalformen bilden:

e 1. disjunktive Normalform: ¢ = (p A q) V (=p A q)
e 2. disjunktive Normalform: ¥ = (p A q) V (=p A q) V (g A —q)

e konjunktive Normalform:
Yp=-=(pAq)V(7pA—g)=—(pA-q) A=(-pA—g) = (—pVa)A(pVa)

Losung zu Aufgabe 7:

(a) Beweis mittels Aquivalenzumformungen und Wahrheitstafelmethode:
Durch Kenntnis der Junktorbasis {—, V, A}, reicht es zu zeigen, daf sich die jeweiligen Junk-
toren dieser Basis durch den Junktor | mittels Aquivalenzumformungen ersetzen lassen:

e Negation: -p=—-(pVp)=plp
Wahrheitstafel:

(p[[= 2» 1 »]
TINWF T|T F T
F|\T FI||F T F

Mit Hilfe der Wahrheitstabelle ist gezeigt, dafl beide Formeln dquivalent sind. O
e Disjunktion: pvV¢=--(pvg=-pla=rlalla
Wahrheitstafel:
(p aflp Vv ¢[Cp I ¢ ) L Cp | q )]
T T|\T T T T F T T T F T
T F|\|T T F T F F T T F F
F T|F T T F F T T F F T
F F|F F F F T F F F T F
Mit Hilfe der Wahrheitstabelle ist gezeigt, dal beide Formeln dquivalent sind. a
e Konjunktion: pAg=-(-pV-q)=-p|l-q¢=(plp)l(qlaq)
Wahrheitstafel:
(v aflp A a]Cp 1T » ) L (Ca | q )]
T T|\T T T T F T T T F T
T F|\|T F F T F T F F T F
F T|F F T F T F F T F T
F F|F F F F T F F F T F
Mit Hilfe der Wahrheitstabelle ist gezeigt, dafl beide Formeln dquivalent sind. a
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Aus diesem Beweis folgt, daf} sich zu jeder Formel aus Form(P) eine #quivalente Formel
mittels des Junktoren | bilden 1&8t. Somit ist {|} eine Junktorbasis. |

(b) Beweis mittels Aquivalenzumformung und Wahrheitstafelmethode:
Da es sich bei {|} um eine Junktorbasis handelt (siehe Beweis in (a)), reicht es zu zeigen, daf
dieser Junktor durch die der Menge {—, —} mittels Aquivalenzumformung ersetzt werden
kann.

eplg=-(pVgqg)=-(-p—q)

Wahrheitstafel:
(p qf[p | - C = p = q )]
T T|T F T|F F T T T
T F|T F F|F F T T F
F T|F F T|F T F T T
F FI|F T F\|T T F F F
Mit Hilfe der Wahrheitstabelle ist gezeigt, dafl beide Formeln dquivalent sind. a

Somit ist bewiesen, daf} sich zu jeder Formel aus Form(P) eine dquivalente Formel mittels
der Junktoren {—, —} bilden 148t. Somit ist die Menge {—, —} eine Junktorbasis. O

Losung zu Aufgabe 8:

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten:

(i) Zu zeigen: Sei B(p) = T fiir alle p € P, dann gilt: Fiir jede Formel ¢, die nur aus Aussa-
gensymbolen und den Junktoren —, < aufgebaut ist, gilt B |= ¢.

e Induktionsanfang: Sei ¢ atomar, also ¢ = p:
Da B [ p gilt, folgt somit, da8 auch B [ ¢ gilt.

e Induktionsschritt: Seien ,% nur aus Aussagensymbolen und den Junktoren —,«>
aufgebaut.

e Induktionsvoraussetzung: Es gelte B |= ¢ und B |= v, wenn B(p) = T fiir alle p € P.

e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch B = x mit x € {¢ — ¥, — ¢, — ¥}

e Induktionsbeweis:

—X=¢ =¥ B*(X) = [~(B*(9),B*®) E [L(T.T)=T & BEx
—Xx=¢ = B*(x) = [-(B*(¥),B*(¢)) ¥ [L(T.T)=T & BEx
~ X=p e BY(X) = [o(B*(¢), B*(¢) Z fo(T,T)=T & B x O

Somit wurde bewiesen, daf} alle Formeln, die sich aus den Aussagensymbolen und den beiden
Junktoren zusammensetzen, in B giiltig sind, wenn B(p) = T fiir alle p € P.

(ii) Um nun zu beweisen, daf} es sich um keine Junktorbasis handelt, reicht es zu zeigen, dafl eine
Formel existiert, die sich aus beliebigen Junktoren und Aussagensymbolen zusammensetzt,
aber in B nicht giiltig ist. Hierbei ist zu beachten, dass die Belegung genau die gleichen
Bedingungen erfiillt wie fiir den obigen Beweis, also: B : P — {T, F'} mit B(p) = T fiir alle
peP.

e Sei ¢ = —p. Da B(p) = T gilt, folgt somit B*(¢) = F. Es existiert hierfiir keine
dquivalente Formel, die sich nur aus Junktoren der Menge {—,+«} zusammensetzt.
Wie oben bewiesen, sind sdmtliche so geartete Formeln in B giiltig, wenn B(p) = T fiir
allep e P.

Somit ist die Menge {—, <>} keine Junktorbasis. O
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Lésung zu Aufgabe 9:

(01) Da die Regel keine Priimisse enthilt, muf} es sich bei p V —p um eine Tautologie handeln.
Dass dem so ist, ldsst sich leicht durch eine Wahrheitstafel nachweisen:
(pllp v = »
T|\T T F T
FI||F T T F

Damit ist gezeigt, dass es sich um eine giiltige Hilbert-Regel handelt.

(02) Da die Prémisse nie gilt (p A ¢ A —q ist kontradiktorisch), gilt die Konklusion immer wenn
die Préamisse gilt. Insofern handelt es sich auch hierbei um eine giiltige Hilbert-Regel.

(03) Diese Regel ist inkorrekt. Zu zeigen ist dieses durch ein Gegenbeispiel, bei dem zwar die
Prémisse gilt, aber nicht die Konklusion:

Sei B(p) = F, B(q) =T und B(r) = T. Damit gilt fiir die Pramisse:
B*(pVq) = fv(B(p),B(q) = ((F,T) =T

B*(qV—r) = fu(B(a), f~(B(r) = (T, f-(T)) = (T, F) = F

womit geziegt ist, dass die Pramisse gilt. Fiir die Konklusion gilt jedoch:
B*(p A-r) = fa(B(p), [-(B(r))) = fA(F, f-(T)) = fa(F, F) = F

womit gezeigt ist, dass die Konklusion nicht gilt. Somit handelt es sich nicht um eine giiltige
Hilbert-Regel.

Lésung zu Aufgabe 10:

(a) Beweisfolge:

1) o= @W—yx) Voraussetzung
(2) p— Voraussetzung
. def def
(3) (p—@W—=x)—(p—=v)=(p—x) | (e2) mit o(p) = , 0(q) = ¢ und
def
o(r) = x
. def
@ (p—=¥) = (p—x) (04) antf (1),(3) mit o(p) = ¢ — (¥ — x)
def
und 0(q) = (9 =) — (¢ = x)
. def
(5) »—x (04) antf (2),(4) mit o(p) = ¢ — ¢ und
def
olg) = ¢ —x
Somit ist die Folgerung korrekt |
(b)
(e1) (e1) (e1) ————
(en) {-p, ¥} > - (e3) {ﬁwyrﬁ)wb«f} > ﬁ;;ﬂ; e (e6) {x w{}X:jj:\/Xx
(e5) (en) {-e V(=¥ VX)), o9} > o (o )(95) {-¢, ¥} > -V (er) (=9 VX, ¥} > —p V X
(o) ° {-e V(=¥ VX),ne} > oe VX 7 {-~e V(¥ VX)), ¥} D> -p VX
{~e V(=¥ VX),meVY} D> o VX
Somit ist die Folgerung korrekt O
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(¢) Beweis mittels Aquivalenzumformungen und Deduktionstheorem:

{o =1,V (=0 Vx)}IF-(eA=x)

== {meV (Y VX)LIF (e =) = (e A=x)
& {=eV (=Y VX)}IF=(mp V)V (=pVX)
& {=e V(= VX)}IF (e A=)V (= VX)
L (o V (V)L 0V (e VX)) A (9 V (e V X))
ALE oV (= V)Y IF T A (0 V (=9 V Y)
& {me V(¥ VX)}IF—pV (=9 Vx)

Somit ist die Folgerung korrekt.
(d) Sémtliche Beweise werden durch Aquivalenzumformungen gefiihrt:
e zu zeigen: (3) = (1):

(3) = {9V (=%VX),9V}ti=(pA-x)
= {p—=W—=x)hp—=v}Fp—x
= (1)

e zu zeigen: (1) = (2):

1) = {¢p—=@W—=x),e—=v}Fp—x
= {7V (=% VX),VP}IF-pVx
= (2)

e zu zeigen: (2) = (3):

2) = {~eV(WVx),~pVi}IF-pVy
= {pV (=Y Vx),—pVPiE=(eAx)
= (3
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