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Lésungen zum Zusatz-. Ubungsblatt TheGI2

Loésung zu Aufgabe 1:

(a) TKeller/ker(eval(A)) :

e Sorten:

(TKeller/ker(eval(A)))Dam - { [td}ker(eval(A)) ’ tg € AData}

(TKeller/ker(eval(A)))Stack = { [ts]ker(eval(A)) ’ s € AStack}

e Operationen:

dOTKeller/ker(e’ual(A)) = [dOA] ker(eval(A))

d1 bis d9 sind analog definiert.

EMPEYT s ctierjper(evarcay) = [emptyA]ker(eval(A))

Fiir die folgenden Definitionen gilt gemeinsam: ty € Apgte und ts € Agiack-

PUSIT e perevarcary ([Ealker(evat(a))s [Eslher(eva(ay)) = [Pusha(ta; ts)lker(evar(a))
PODTyctter prerienatcary ([Eslker(evat(ay)) = [PoPAE) ke (evarca))
CleanTKEller/ker(eual(A)) ([ts]ker(eval(A))) = [CZeanA(ts)]ker(eval(A))

tOpTKeller/ker(eval(A)) ([tS]keT(éval(A))) = [topA(tS)}ker(eval(A))

(ker(eval(A))|r) para = 10,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
(ker(eval(A))|g) spaer = 10,1,2,3,4,5,6,7,8,9}"

(c) e r: R — Trelter/ker(eval(A))

TData(Ta) = [Td]ker(eval(A)) mit 74 € Rpata
TStack(Ts) = [Ts]ker(evat(a)) Mit s € Rstack

7 ist bijektiv, also linkseindeutig und rechtstotal. Rechtstotal, da alle Aquivalenzklassen
erreicht werden:

v[’rd]ker((-:val(A)) € (TKeller/ker(eval(A)))Data : de € Rpata : TData(pd) = [rd]ker(eval(A))
und
v[rs]ker(eval(A)) € (TKeller/k:er(eval(A)))Stack : Elps € Rstack : rStack(ps) = [Ts]ker(eval(A))

Linkseindeutig, da Rpata und (Tietier/ker(eval(A))) papqr PeZichungsweise Rgiaer und
(TKe”e,, Jker(eval( A))) Stach gleich méchtig sind, und direkt elementweise aufeinander ab-
gebildet werden konnen. Dies ist durch die Definition ersichtlich. Also ist r bijektiv.
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o norm : Tkeer — R, norm : r=t o nat(Txeiter, ker(eval(A)))

nOTmData(td) =Td, mit Td € RData und rd € [td}ker(eval(A))

normsiack(ts) = rs, mit 75 € Rssack und s € [ts]per(eval(a))

Die Operationen definieren sich daraus folgend durch norm. Es sei im folgenden t4 €
(Tketier) Data Wd ts € (Tkelier)Stack-

— dO0g = normpate(d0) = dO

— dlg bis d9g analog

— emptyr = Normsiqck(empty) = empty

— pushpr(tq, ts) = normgiack(push(ty, ts)) = push(ty,ts)

— popr(ts) = normsiack(pop(ts)) = pop(ts)

— cleang(ts) = normesiacr(clean(ts)) = clean(ts)

— topr(ts) = normgiack (top(ts)) = rq, mit rq4 € Rpate und (rq, top(ts)) € ker(eval(A))

(d) morm lasst sich alternativ wie folgt definieren:

norm = r~ o nat(Tkeiier, ker(eval(A)))

Da r bijektiv ist, gibt es einen Umkehrhomomorphismus r~!.

e d0p = normData(dO) =7t Onat(TKellera ker(eval(A)))(dO) = T_l([do]ker(eval(A)) =d0
e analog fiir d1g bis d9r und emptyr

o pushpr(ty,ts) = normsiack(push(ta,ts)) = r—ronat(Tkeier, ker(eval (A)))(push(ty, ts)) =
= ([push(ta, ts)]ker(evar(a))) = s, Mit 75 € Rgtack und (rg, push(ty,ts)) € ker(eval(A))

e analog fiir die anderen Operationen

L6sung zu Aufgabe 2:

Es geniigen drei Gleichungen, um die Eindeutigkeit zu erreichen. Im folgenden sei s € (Tkeiter) Stack
und d € (Tkelter) Data-

(E1) clean(s) =s
(E2)  top(push(d,s)) =d
(E3)  pop(push(d,s)) =s

Lésung zu Aufgabe 3:

(a) A ist operationserzeugt, also eval(A) : Tkeijer — A ist surjektiv (no-junk Prinzip).

Beweis:
e Data:

{eval(A)(dl), eval(A)(d2),...,eval(A)(d9)} = {dla,d24,...,d94} = Apata

e Stack: Sei s € (Tkeiter) Stack- Wir Beweisen mittels vollstdndiger Induktion iiber die
Lénge n von s.
— Induktionsanfang: n =0 = s = A
Also fiir t = empty = eval(A)stack(t) = emptya = .
— Induktionsschritt:
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x Induktionsvoraussetzung: Vs € Agyqcr mit Linge n:

dt € (TKelleT)Stack : eval(A)stack(t) = s

* Induktionsbehauptung: Vs’ € Agiqer mit Linge n + 1:

Elt/ € (TKeller)Stack : eval(A)Smck(t’) = 3'

* Induktionsbeweis: Sei s’ = sa mit a € Apata, S € Astack-

= s hat die Laenge n

8 St € (Thetier) spaer * €00 A) stack(t) = s (1)
= dde (TKeller)Dam : eval(A)Data(d) =a (2)

Sei t = push(d,t).

Def.A ,

= eval(A) stack(t') = push a(eval(A) pata(d), eval(A)stack () 112 pusha(a,s) sa=s

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) A E~F. Also ~FC ker(eval(A)).

Beweis:
o 1.
eval(A)(clean(s)) = eval(A)(s)
< cleana(eval(A)(s)) = eval(A)(s)
< eval(A)(s) = eval(A)(s)
o 2.
eval(A)(top(push(d,s))) = eval(A)(d)
< topa(eval(push(d, s))) = eval(A)(d)
< topa(pusha(eval(A)(d),eval(A)(s))) = eval(A)(d)
< topa(eval(A)(s)eval(A)(d)) = eval(A)(d)
< eval(A)(d) = eval(A)(d)
o E3.
eval(A)(pop(push(d,s))) = eval(A)(s)
< popa(eval(A)(push(d,s))) = eval(A)(s)
< popa(pusha(eval(A)(d), eval(A)(s))) = eval(A)(s)
< popa(eval(A)(s)eval(A)(d)) = eval(A)(s)
< eval(A)(s) = eval(A)(s)
Also A =~F.

() (1) A. Vt€TkeyerIr € R:t~F
o tqg € (Tkelier) pata:
Fallunterscheidung;:
~ty € {do,dl,...,d9}
Dann tg ~% . r fiir r = eval(A)(tq).
— tq € {topr(ts)}
Dann tg ~8 . r fiir r = eval(A)(ty).

3 von 4



ot € (TKeller)Smck5
Fallunterscheidung;:
— ts € {empty}
Dann ¢, Ngtack fiir r = emptyg.
— s € {pUSh(tdvtt)‘td S (TKeller)Data 7tt € (TKeller)Stack}
Es gilt (siehe Aufgabe 1c):

r = norm(push(tq,t;)) = pushr(tq, ti)

. . . . E
Dann ist fiir dieses 7: t5 ~Gyor T

— ts € {clean(t;)|t; € (Tkeiter) gpaer und fiir = Le cleang(ty) e emptyrg:
tS Ngtack r

L1
— tg € {pop(te)|t: € (Tkeiter) gpaer} und fiir r :CpopR(tt):
E
tS ~Stack T

B. (7?77) (Macht fiir uns keinen Sinn, da R = A ist (bis auf Umbenennung stimmen die
Reprisentantenmengen mit den Mengen aus A {iberein). Daher ist das zu zeigende
fiir feste Représentanten trivial, da r1 = ry = 1 ~% ry per Definition gilt. 71,79
sind ja feste Werte, keine Terme, daher muss ~% ihre Gleichheit kennen. Die
Aufgabenstellung ist fiir uns nicht klar.)
(ii) Wir wissen, dass r bijektiv ist, also umkehrbar ist, und =1 damit auch surjektiv ist. i
ist bijektiv, und es gilt:
i = eval(A)|gor™!
Mit Definition 8.5.7 (Epi-Mono-Faktorisierung eines Homomorphismus) ist damit der
eingeschrinkte Auswertungshomomorphismus eval(A)|g injektiv.

Es gilt also Tkepjer/nm ~ A.
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