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Lösungen zum 5. Übungsblatt TheGI2

Lösung zu Aufgabe 1:

(a) Grundtermalgebra TKeller:

TKeller,Data = {d1, d2} ∪ {top(s1)|s1 ∈ TKeller,Stack}
TKeller,Stack = {empty} ∪ {push(e1, s1)|e1 ∈ TKeller,Data, s1 ∈ TKeller,Stack}∪

{pop(s1)|s1 ∈ TKeller,Stack} ∪ {clean(s1)|s1 ∈ TKeller,Stack}

d1TKeller
= d1

d2TKeller
= d2

emptyTKeller
= empty

pushTKeller
(e1Data, s1Stack) = push(e1, s1)

popTKeller
(s1Stack) = pop(s1)

cleanTKeller
(s1Stack) = clean(s1)

topTKeller
(s1Stack) = top(s1)

(b) Sei h : TKeller → A und

h
Def
= eval(A)

Wir beweisen zunächst dass h ein Homomorphismus ist:

• Konstantensymbole

hData(d1TKeller
) = eval(A)Data(d1TKeller

) = eval(A)(d1) = d1A

hData(d2TKeller
) = eval(A)Data(d2TKeller

) = eval(A)(d2) = d2A

hStack(emptyTKeller
) = eval(A)Stack(emptyTKeller

) = eval(A)(empty) = emptyA

• Operationen
Wir beweisen exemplarisch anhand der push Operation. Die Beweise für die anderen
Operationen sind analog.

– push
∀dData ∈ TKeller,Data, sStack ∈ TKeller,Stack:

hStack(pushTKeller
(dData, sStack) = hStack(push(d, s))

= eval(A)Stack(push(d, s))
= pushA(dA, sA)

pushA(hData(dData), hStack(sStack) = pushA(eval(A)Data(d), eval(A)Stack(s))
= pushA(dA, sA)

(analog für pop, clean und top).

Jetzt beweisen wir den zweiten Teil. Sei g : TKeller → A ein beliebiger Homomorphismus, A
eine Σ-Algebra mit Σ = (S, OP ) und h : TKeller → A der oben definierte Homomorphismus
mit h = eval(A). Zu zeigen ist, dass für alle t ∈ TKeller,s und s ∈ S gilt:

hs(t) = gs(t)

Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion über den Termen der Grundtermalgebra.
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• Induktionsanfang: Sei c :→ s, c ∈ {d1, d2, empty} eines der Konstantensymbole der
Signatur, s ∈ S = {Data, Stack} die dazugehörige Sorte. Daher ist c ∈ TKeller,s. Wir
zeigen:

hs(c) = gs(c)
(Eigenschaft d. Grundtermalgebra) ⇔ hs(cTKeller

) = gs(cTKeller
)

(Homomorphismuseigenschaft) ⇔ cA = cA

• Induktionsschritt: Sei f : w → s ∈ OP = {push, pop, clean, top}, tw ∈ TKeller,w, w ∈
{Data, Stack} und nehmen wir die Induktionsvoraussetzung

hw(tw) = gw(tw)

an. Dann ist zu zeigen:

hs(f(tw)) = gs(f(tw))
(Eigenschaft d. Grundtermalgebra) ⇔ hs(fTKeller

(tw)) = gs(fTKeller
(tw))

(Homomorphismuseigenschaft) ⇔ fA(hw(tw)) = fA(gw(tw))
(Induktionsvoraussetzung) ⇔ fA(hw(tw)) = fA(hw(tw))

Damit ist die Induktionsvoraussetzung bewiesen.

Lösung zu Aufgabe 2:

Zu zeigen ist:

fB = hs ◦ fA ◦ (hs1 × . . .× hsn
)−1

∀(b1, . . . , bn) ∈ Bs1 × . . .×Bsn

⇔ fB(b1, . . . , bn) = hs ◦ fA ◦ (hs1 × . . .× hsn
)−1 (b1, . . . , bn)

(h surjektiv ⇒ h−1 linkstotal) ⇔ fB(b1, . . . , bn) = hs ◦ fA ◦ (h−1
s1

(b1), . . . , h−1
sn

(bn))
(Def. Homomorphismus) ⇔ fB(b1, . . . , bn) = hs ◦ fA ◦ (a1, . . . , an)

für a = fA(h−1
s1

(b1), . . . , h−1
sn

(bn)) ⇔ fB(b1, . . . , bn) = hs(a)
für b = hs(a) = hs(fA(h−1

s1
(b1), . . . , h−1

sn
(bn))) ⇔ fB(b1, . . . , bn) = b

Da für alle (b1, . . . , bn) ∈ Bs1 × . . .×Bsn
gilt

fB(b1, . . . , bn) = hs ◦ fA ◦ (hs1 × . . .× hsn)−1 (b1, . . . , bn)

sind die beiden Abbildungen identisch, was zu zeigen war.

2 von ??


