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Lésungen zum 5. Ubungsblatt TheGI2

L6sung zu Aufgabe 1:

(a) Grundtermalgebra T ejjer:

TKeller,Data = {dla d2} U {tOp(Sl)lSl € TKeller,Stack}
TKelleT,Stack = {empty} U {pUSh(ela 31)‘61 S TKeller,Dataa sl e TK&ller,Stack}U
{pop(31)|81 € TKeller,Stack:} U {Clean(31)|31 S TKeller,Stack}

leKeller = dl

d2TKelle'r = d2

emplYTyc e, = empty
pUShTKeller (e]-Datau S]-Stack) = push(eL S]_)
POPTyc v (S1stack) = pop(sl)
CleanTKeller (SlStack) = clean(sl)
topTyoprer (S1stack) = top(sl)

(b) Sei h: TKeller — A und
n eval(A)

Wir beweisen zunéchst dass h ein Homomorphismus ist:

e Konstantensymbole
hpata (leKeller) eval(A)Data(leKEller) = eval(A) (dl) =dla

hpata(d27y ...) eval(A) pata(d21yyy., ) = eval(A)(d2) = d24
hstack(emptyry.,...) = eval(A)stack(emptyry.,,.,) = eval(A)(empty) = emptya

e Operationen
Wir beweisen exemplarisch anhand der push Operation. Die Beweise fiir die anderen
Operationen sind analog.
— push
Vdpata € Tkeller,Datas SStack € TKeller,Stack:

hStack (pUShTKe”eT (dDataa SStack) = hStack (pUSh(d; S))
= eval(A)stack(push(d, s))

pusha(da,sa)

pusha(hpata(dpata), Rstack(Sstack) = pusha(eval(A)pata(d), eval(A)stack(s))
= pusha(da,sa)

(analog fiir pop, clean und top).

Jetzt beweisen wir den zweiten Teil. Sei g : Tkeier — A ein beliebiger Homomorphismus, A
eine Y-Algebra mit ¥ = (S,OP) und h : Tkeyer — A der oben definierte Homomorphismus
mit h = eval(A). Zu zeigen ist, dass fiir alle t € Tkejier,s und s € S gilt:

hs (t) = Js (t)

Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion {iber den Termen der Grundtermalgebra.
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e Induktionsanfang: Sei ¢ :— s, ¢ € {d1,d2,empty} eines der Konstantensymbole der
Signatur, s € S = {Data, Stack} die dazugehorige Sorte. Daher ist ¢ € Tikeiter,s- Wir
zeigen:

hs(c) = gs(c)
hs(CTKeller) = Us (CTKCZZCT)
Cpa — Cpg

(Eigenschaft d. Grundtermalgebra) <

(Homomorphismuseigenschaft) <

e Induktionsschritt: Sei f : w — s € OP = {push, pop, clean,top},ty, € Tkellerw, W €
{Data, Stack} und nehmen wir die Induktionsvoraussetzung

T (tw) = Guw (tw)

an. Dann ist zu zeigen:

hs(f(tw)) = gs(f(tw))
(Eigenschaft d. Grundtermalgebra) < hs(free.tw)) = 9s(Frrcoer (tw))
(Homomorphismuseigenschaft) < falhy(tyw)) = falgw(tw))
(Induktionsvoraussetzung) < falhw(tyw)) = falhw(ty))
Damit ist die Induktionsvoraussetzung bewiesen.
Loésung zu Aufgabe 2
Zu zeigen ist:
f5 = heofao(hs x...xhy )"
V(by,...,bn) € Bg, X ... %X By,
= fB(bl, ,bn) = hg OfAO( s1 X - Xh ) (bl,...
(h surjektiv = h~! linkstotal) | < fg(b1,...,b,) = hsofaol(h Sll(bl) o h (b))
(Def. Homomorphlsmus) < fp(bi,...,bn) = hsofaol(ay,.. ,an)
fir a = fa(hg'(b),. .. ( n) | & fe(bi,.. be) = hs(a)
fitr b = hy(a) = ha(fa(hs (br). ... ( ) | < felbr,...bn) = b

Da fiir alle (by,...,b,) € B, X ... x By, gilt

fB(by,... by) =hso fao(hs X ...xXhg ) " (b1,....bn)

sind die beiden Abbildungen identisch, was zu zeigen war.
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