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Lésungen zum 3. Ubungsblatt TheGI2

Loésung zu Aufgabe 1:

(a) Eine mogliche Untersignatur Keller’ zur Signatur Keller.

Keller’ = sorts Data, Stack
opns dl, d2: — Data
empty: — Stack
push: Data Stack — Stack
top: Stack — Data

(b) Das Keller’ Redukt von A.

H A= A/Keller’
Data Apia =10,---,9}
Stack Agpuer, = 10,---,9}"
dl dlar € AlData
0
d2 d2A' € A/Data
1
empty emptyar € Agyqer
A
puSh pUShA/ : A/Data X AtS’tack - Afgtack
(y,v) — vy
top tOpA/ : A/Stack - A/Data
0 v=2A
V —
y v=uy

(¢) Cpate muss mindestens ein Element enthalten, da Konstantensymbole fiir Cpgt, definiert
sind. Cgqcr kOnnte leer sein, wenn es nur als Teil kartesischer Produkte verwendet werden
wiirde, die Funktionsparameter sind. Damit werden zwar die Abbildungen der Operationen
leer, sie erfiillen jedoch immer noch den Syntax der Signatur und bilden damit eine Algebra.
Da Cgiacr jedoch auch durch das Konstantensymbol empty benutzt wird, muss es auch
mindestens ein Element enthalten.
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I ¢

Data Cpata = {0}
Stack Cstack = {\}
di dlc € Cpata
0
d2 d2¢ € Cpata
0
empty emptyc € Cstack
A
pU-Sh pUShC : CData X CStack: - CStack:
(y,v) = A
pop popc - CStack - CStack
v A
clean cleanc : Csiack — Cstack
v A
top tOpC : CStack: - CData
v— 0

Losung zu Aufgabe 2:

(a) Ein solcher Homomorphismus h : B — A existiert.
s ‘ (hs : Bs = Ag),cq
Data | hpgta ={0—0,1—1,---,9— 9}
Stack | hstack = {(w,v) — w}

Beweise:

e Konstantensymbole

hpata(dlp) =0=dly4

hpata(d2p) =1 =d24
hstack(emptyp) = A = emptya
e Operationen
— push
Yy € Bpata, (0,v) € Bstack

hstaer(wy, \) = wy  fiir v = A

hstack (Pushp(y, (w,v))) = { hstack (wy,u) = wy fiir v = zu

PUShA (hData (y)7 hStack (wa ’U)) = pUShA (y7 w) = wy
Damit ist die Homomorphie beziiglich der Operation push bewiesen.
— pbop
V(w,v) € Bsiack :

hstack(N,0) = A fiirw= A

hstack(popp(w,v)) = { hstack (U, yv) = u  fir w = uy

A firw=A\

popa(hstucs(i0.0) =popa) ={ ) {r0 =0

Damit ist die Homomorphie beziiglich der Operation pop bewiesen.
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— clean
V(U},’U) € Bstack :

hstack(cleanp(w, v)) = hstaer(w, A) = w

clean o (hstacr(w,v)) = cleanyg(w) = w

Damit ist die Homomorphie beziiglich der Operation clean bewiesen.
— top
V(’LU,U) € Bsiack :

hpata(0) =0 fiir w = A

hpata(tops(w,v)) = { hpata(y) =y filr w=uy

0 firw=A\

topa(hpata(w,v)) = topa(w) = { y  fir w=uy

(b) Behauptung: Es gibt keinen Homomorphismus h mit h: A — B.

Beweis: Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen an es existiert ein Homomorphismus h. Da
hstack rechtseindeutig und linkstotal sein muss, aber auf ein 2-Tupel abbildet, muss hgtqck
zwingend von der Form sein:

hstack = {w = (fl(w)7f2(w))}

Dabei ist zwangsléufig (f1(w), f2(w)) € Bstack- Dann muss aber gelten:

f hstar(N) = (AN, f2(N) i o = A
hStack(POPA(U)) = { hitacll:(u) _ (fi (u), f;(u)) fiir v = uy

und
(A fa(v))  fir fi(v) = A
opa(hstack(V)) = PO v), fa(v)) = ..
p pB( St k( )) p pB(fl( ) f2( )) { (u,yfg(v)) fiir fl('U) = uy
Man kann jetzt fir v = A zeigen, dass f1(A) = A sein muss. Die Beweisidee war, den

Widerspruch durch Verletzen der Rechtseindeutigkeit zu erzeugen, also zwei Abbildungen
in hgtack zu finden, so dass zum Beispiel (A — (A, f2(A))) und (A — (A, yf2(X))) existieren
miissten. Leider ist das nicht ganz gegliickt.
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