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Lésung zu Aufgabe 31:
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Lésung zu Aufgabe 32:
Es gilt nach der Definition der Determinante:
det(A) = Z SN () - @1,y e Anpy
well,
Wir unterscheiden die Permutationen in II,, in zwei Teilmengen:

e Permutationsmenge S, die alle Permutationen enthélt, die in den ersten k& Elementen natiirli-
che Zahlen grosser k enthélt

e Permutationsmenge T = II,, \ S, die die interne Ordnung beziiglich der ersten k Elemente
aufrecht erhélt.

Zusétzlich unterteilen wir das Tupel der Permutationen in T
(t1ye ooy tiy thgty o ytn)
T T>

Dabei sind in 77 nur Elemente ¢ mit 1 <t < k, und in T5 nur Elemente t mit £k + 1 <t < n.
Fiir das Signum gilt:
sgn(T') = sgn(T1) - sgn(13)

Der Beweis wird unter Verwendung der obigen Definitionen gefiihrt:

det(4) = Z SN () - @1y e Anpyy
well,
= Z sgn(r) - A1,y " e Onggyy T Z sgn(m) - ALy "o iy (1)
weT weSs
0
= Z sgn () - Alqy e O,y T 0
weT
= Z sgn () - bl o Ok gy oo Dby
weT
= Z sgn(Th) - sgn(Ty) - biay oo kg iy e Dy
weTl
= <Z sgn(Ty) - blﬂ(l) o bkﬂk_)) . (Z sgn(T») 'dlw(n o dkw(k))
el TEeTS

= det(B) - det(D)

Zu (1): Da S genau diejenige Permutationsmenge ist, die die Ordnung beziiglich der ersten k
Elemente nicht aufrecht erhilt, gibt es einen Faktor Null in dem Term.

Beweis: Seim € Sund m = (7(1),...,7(k), 7(k+1),...7(n)). Die Matrixelemente a_,,,- .., an,,,
sind fiir die zweite Hélfte agt1, ., - -, an,,, genau die Elemente aus der unteren Hélfte der Ma-
trix A. Da dort aber die linke Hilfte nur Null-Elemente enthélt, und 7(k +1),...,7(n) fir 7 € S
die Ordnung verletzt, also natiirliche Zahlen kleiner gleich % enthélt, gibt es ein Element a,, fiir
das p > k+ 1 und ¢ < k. Es stammt damit aus dem unteren linken Viertel und ist Null.
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Loésung zu Aufgabe 33:

(i) Beweis fiir detA # 0 erstmal weggelassen, ist aber mit Satz 4.17 ganz einfach ;)

det(A™Y) = (det(A)) ' = det(A™) - det(A) =13 det(A™ - A) =1 det(E) =1 O

ca) () o (C g ) v (D) (61)

B a®+bc ab+bd \ [ a®*+da ab+bd " ad — be 0
o ac+dc be+d? ac+dc ad+d? 0 ad — bc
0

(i)

A? — Sp(A)A + det(A)E

a? 4+ be — a? — da + ad — be ab + bd — ab — db
ac+ dc — ac — cd be+d? —ad — d? + ad — be

(iii) Zunéchst zeigen wir:

a+bi+c+di=(a—bi)+(c—di)=a+c— (b+d)i=(a+bi)+ (c+di)
und

a+bi-c+di=(a—0bi)-(c—di)=ac— cbi —adi — bd = (ac — bd) — (ad + cb)i =

(ac —bd) + (ad + cb)i = (a + bi) - (¢ + di)

Jetzt lasst sich zeigen:

det(A) = Z sgn(m) ALy e A
well,
= Z sgn(m) - A1y e An
well,
= Z sgn(7) - A1y e Ang
well,
= det(A)
(iv)
a1 alj aiy N 7 aiy ... Q1
A= = A = = Zl -
;1 %7 a1j cee Oy @ NN @
AAd = E = Vi, j3i # J: aij -G =0 (1)
W,j;i:j:aij-@ZI (2)

= Aufler der Diagonalen betragen alle Werte der Matrix A 0 (3)
Aus (2) 148t sich folgern:

Lo . 2 (
Vi, jii=7:aiy - @y = |ai|” = 1:>a”—1

Aus (2) und (3) folgen somit:

det(A)| =1" =1 O
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(v) Aus A" = —A folgt: a;; = —aj; fiir i # j, a;; = 0 fir i = j.

Damit ergibt sich fiir die Permutationen: Zu jeder Permutation bestehend aus (a;;), 4 gibt
es eine "Transponierte’, die laut ’Schachbrett’ zwar dasselbe Vorzeichen hat, jedoch wegen n
ungerade das entgegengesetzte Vorzeichen hat, folglich heben sich die beiden Permutationen
letztendlich auf. Fiir jede Permutation (a;;),_; ergibt sich ohnehin 0. Damit gilt = det(A) =
0 fiir n ungerade und A’ = — A
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