Marco Kunze (makunze@cs.tu-berlin.de) SS 2002 Sebastian Nowozin (nowozin@cs.tu-berlin.de) 1. 6. 2002 Sebastian Russin (srussin@cs.tu-berlin.de)

Lösungen zum 7. Übungsblatt zur Mafi II

Lösung zu Aufgabe 23:

A · x_0 =

1 −2 0 1 0 3 −2 −2 3 0 3 6 · 1 3 7 −7 6 0 = 7 −3 1 = b

⇒ x_0 ist eine Lösung des Gleichungssystems Ax = b.

1 −2 0 1 0 0 3 −2 −2 0 3 0 3 6 0 I^{II−3I}⇔ 1 −2 0 1 0 0 3 −2 −2 0 0 6 3 3 0 III−2II⇔ 1 −2 0 1 0 0 3 −2 −2 0 0 0 7 7 0 ⇒ x_4 = λ ⇒ x_3 = −λ ⇒ x_2 = 0 ⇒ x_1 = −λ

⇒ L = x_1 x_2 x_3 x_4 = 1 3 7 −7 −6 0 + λ −1 0 −1 1

| | | | | | | λ ∈ R

Lösung zu Aufgabe 24:

• Matrix A.

Anwendung des Gauss-Algorithmus:

−1 1 2 1 4 3 2 3 1 I^{I+I}⇔ −1 1 2 0 5 5 2 3 1 I^{II+2I}⇔ −1 1 2 0 5 5 0 5 5 I^{II−II}⇔ −1 1 2 0 5 5 0 0 0

Die Diagonale enthält nach Anwendung des Gauss-Algorithmus Nullwerte, daher ist die Matrix nicht regulär und es existiert keine Inverse.

• Matrix B.

B : 1 8 −1 −2 1 2 1 2 1 2 −1 2 −1 2 1 −2 −1 2

II + I III − I IV + I ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 0 0 2 4 0 4 −2 0 0 −4 −0 4 II ↔ III ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 0 4 −2 0 0 0 2 4 0 −4 0 4

IV + II ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 0 4 −2 0 0 0 2 4 0 0 −2 4 IV + III ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 0 4 −2 0 0 0 2 4 0 0 0 8

I −^1_4 IV III −^1_2 IV ⇔ 1 8 −1 −2 1 0 0 4 −2 0 0 0 2 0 0 0 0 8

I −^1_2 III II + III ⇔ 1 8 −1 −2 0 0 0 4 0 0 0 0 2 0 0 0 0 8

I +^1_2 II ⇔ 1 8 −1 0 0 0 0 4 0 0 0 0 2 0 0 0 0 8

⇒ A ist regulär

Da B regulär ist, lässt sich die Inverse bilden.

(B|E) ⇔ 1 8 (8B|8E) ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 8 0 0 0 1 2 1 2 0 8 0 0 −1 2 −1 2 0 0 8 0 1 −2 −1 2 0 0 0 8 II + I III − I IV + I ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 8 0 0 0 0 0 2 4 8 8 0 0 0 4 −2 0 −8 0 8 0 0 −4 0 4 8 0 0 8 II ↔ III ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 8 0 0 0 0 4 −2 0 −8 0 8 0 0 0 2 4 8 8 0 0 0 −4 0 4 8 0 0 8 IV + II ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 8 0 0 0 0 4 −2 0 −8 0 8 0 0 0 2 4 8 8 0 0 0 0 −2 4 0 0 8 8 IV + III ⇔ 1 8 −1 −2 1 2 8 0 0 0 0 4 −2 0 −8 0 8 0 0 0 2 4 8 8 0 0 0 0 0 8 8 8 8 8

I −^1_4 IV III −^1_2 IV ⇔ 1 8 −1 −2 1 0 6 −2 −2 −2 0 4 −2 0 −8 0 8 0 0 0 2 0 4 4 −4 −4 0 0 0 8 8 8 8 8

I −^1_2 III II + III ⇔ 1 8 −1 −2 0 0 4 −4 0 0 0 4 0 0 −4 4 4 −4 0 0 2 0 4 4 −4 −4 0 0 0 8 8 8 8 8

I +^1_2 II ⇔ 1 8 −1 0 0 0 2 −2 2 −2 0 4 0 0 −4 4 4 −4 0 0 2 0 4 4 −4 −4 0 0 0 8 8 8 8 8

I · −8 II · 2 III · 4 ⇔ 1 8 8 0 0 0 −16 16 −16 16 0 8 0 0 −8 8 8 −8 0 0 8 0 16 16 −16 −16 0 0 0 8 8 8 8 8

⇔ 1 0 0 0 −2 2 −2 2 0 1 0 0 −1 1 1 −1 0 0 1 0 2 2 −2 −2 0 0 0 1 1 1 1 1 ⇔ ( E|B^{−1} )

Damit steht B^{−1} fest:

B^{−1} =

−2 2 −2 2 −1 1 1 −1 2 2 −2 −2 1 1 1 1

Lösung zu Aufgabe 25:

(a) (∗) Wenn A regulär ist, so ist A^{−1} eindeutig bestimmt (3.37)

AB = E^{(∗)}⇒ B = A^{−1} ⇒ AA^{−1} = A^{−1}A = E ⇒ BA = E □ (b) A und B regulär ⇒ AA^{−1} = E, BB^{−1} = E ⇒ ABB^{−1}A^{−1} = E^2 = E ⇒ (AB) · (B^{−1}A^{−1}) = E ⇒ AB ist regulär, (AB)^{−1} = B^{−1}A^{−1} □ (c) AB = BA^{25b}⇒ AB · B^{−1}A^{−1} = E = BA · A^{−1}B^{−1} AB=BA⇒ B−1A−1 = A−1B−1 ⇒ A^{−1}B^{−1} = B^{−1}A^{−1} □

Lösung zu Aufgabe 26:

• Induktionsverankerung: ( 2 α α 2 )_1 = ( 2 α α 2 )

= 1 2 ( 4 2α 2α 4 )

= ( β^1 + λ^1 β^1 − λ^1 β^1 − λ^1 β^1 + λ^1 )

⇒ IV gilt.

• Induktionsvorraussetzung: Es gelte für ein n ∈ N.

• Induktionsannahme: dann gilt es auch für den Nachfolger.

• Induktionsschritt: ( 2 α α 2 )_{n+1}

= ( 2 α α 2 )_n × ( 2 α α 2 )

I.V.= 1 2 ( (2 + α)^n + (2 − α)^n (2 + α)^n − (2 − α)^n (2 + α)^n − (2 − α)^n (2 + α)^n + (2 − α)^n ) × ( 2 α α 2 )

= 1 2 ( 2 (2 + α)^n + 2 (2 − α)^n + α (2 + α)^n + α (2 − α)^n α (2 + α)^n − α (2 − α)^n + 2 (2 + α)^n − 2 (2 − α)^n 2 (2 + α)^n − 2 (2 − α)^n + α (2 + α)^n − α (2 − α)^n α (2 + α)^n + α (2 − α)^n + 2 (2 + α)^n + 2 (2 − α)^n )

= 1 2 ( (2 + α) (2 + α)^n + (2 + α) (2 − α)^n (2 + α) (2 + α)^n + (−2 − α) (2 − α)^n (2 + α) (2 + α)^n + (−2 − α) (2 − α)^n (2 + α) (2 + α)^n + (2 + α) (2 − α)^n )

= 1 2 ( (2 + α)^{n+1} + (2 − α)^{n+1} (2 + α)^{n+1} − (2 − α)^{n+1} (2 + α)^{n+1} − (2 − α)^{n+1} (2 + α)^{n+1} + (2 − α)^{n+1} )

= 1 2 ( β^{n+1} + λ^{n+1} β^{n+1} − λ^{n+1} β^{n+1} − λ^{n+1} β^{n+1} + λ^{n+1} ) □