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Lésungen zum 4. Ubungsblatt zur Mafi I

Lésung zu Aufgabe 13:

(a) Wichtige Stellen der Ungleichung;:

212 =5+ /25 -9 Nullstellen des Betragsterms

1‘1:9
Z‘QZI

Falle:

fir <1=22-102+9>0
fir x>9=22—-1024+9>0
3. fir 1<z<9=22—-1024+49<0

e Falllund 2: z<lund xz>9

22 —10z+9 > 4
z2—-10z+5 > 0
T2 = 5+v25-5
I = 5+\/20
T = 5*\/20

FﬁrzﬁlundeQiS‘ule(—oo,5—x/ﬂU[5+\/%,oo)

e Fall 3: 1<x <9

2 —10c+9 < —4
22 —10x+13 < 0
Ti2 = 5++/25—13
T, = 5412
Xro = 5—\/ﬁ

Fiir 1 <z < 9ist Ly = [5 — /12,5 + V12

L=I,ULy= (—oo,5—\/%}u[5—\/5,5+\/ﬁ}u[5+\/%,oo)

(b) Wichtige Stellen der Ungleichung:

x = —2 Vorzeichenwechsel im Betragsterm

r=3 Polstelle

Es sind drei Fille zu unterscheiden:



e Fall 1. z < -2
|3z + 6] — 2z -8z +6) — 2z

= -3
r—3 r—3 <

—5xr—6

s TP 3
r—3

& —br—6>-3x+9

& =15 > 2%

o r<-2
STy

Fir x < —2ist L = (—oo,—1—25) N (—o0,—2) = (—oo, _L25)
o Fall 2: —2<x <3

[3x + 6] — 2z 3x 46 —2x
_— = — < -3
r—3 r—3

&S r+6<-3x+9

& dr <3

=4 <3

r< 2

4

Fir -2 <z <3 ist Ly = (2,00) N [-2,3) = (2,3)

e Fall 3: . >3
[3x + 6] — 2z 3x+6—3x
TS ET T 3
z—3 x—3
& rz+6<-3z+9
& dr <3
& <l
4

Fiir > 3 ist Ly = (—00,3) N (3,00) =0

15 3
L=LuLuL= (-7 )u(3)

Losung zu Aufgabe 14:

Induktionsanfang: fiir n = 2 gilt:

2
PR
k=1

Def. 2
=lar+az| < Jar|+az| = D axl
k=1

Induktionsannahme:

n
Zak < Z |a|
k=1

Induktionsbehauptung:

n+1 n+1

Zak < Z lar|
k=1




Induktionsbeweis:
n+1

D>
k=1

n
g ap + ap41
k=1
n
g (9%
k=1
I—Ann

. n
<" ]+ fanl
k=1

D—Ungl.
< + |an+1|

n+1

= D lal
k=1

Induktionsschlufl: Fiir alle n € N\{0,1} und fiir alle a1, as,...,a, € R gilt

n
D
k=1

n
< Z|@k|
k=1

Loésung zu Aufgabe 15:

Ansatz:
n'  n-n-1)n-2-...-(n—(n—1)
o n n—-1 n—-2 1

o1 n A
Beweis fiir lim,,_, =0

(1)
(2)

Wie aus dem Ansatz in (2) zu ersehen ist, entstehen in der Folge (n — 1) Faktoren, deren Wert < 1
ist. Fiir n = oo entstehen damit unendlich viele dieser Faktoren. Wie bereits bewiesen konvergiert

eine Folge mit unendlich vielen Faktoren mit einem Betrag < 1 gegen 0.

Alternativ kann man zeigen:
¢ sei gegeben. Zu finden: N € N, so dal Vn € N, n > N:

n!
—| <€
nn
Aus der Definition fiir Konvergenz folgt:
! N!
% NN‘ <e (linker Teil der Ungleichung)
n! N!
n! N!
o < NF (gesetzt n = N + 1)
(N +1)! < NI
(N+1)N+1 = NN
(N+1)N! N!
& < —=
(N +1)(N +1)N NN
N! < N!
T INTDN = N¥
s (N+1)V > NV
s(N+1D)N >NV 41 > NV

Binom.Lehrsatz



Die letzte Zeile der Ungleichungen ist offensichtlich wahr. Da nur Aquivalenzumformungen
verwendet wurden, gilt auch die urspriingliche Aussage. Also gilt fiir ein beliebiges N € N\ {0, 1},
neN,n=N+1:

|an| < lan|

Also ist die Folge konvergent mit lim,, . 7% = 0. (Dies kann auch durch Induktion, &hnlich
der obigen Ungleichungsumformungen gezeigt werden.)

Loésung zu Aufgabe 16:

n
an_n3+n2+1 neN

Fiir e = 0,01 ist ein N € N zu finden, so dass Vn € N,n > N:

lan| < e
VneN,n>N:
n n
— | = — <001
n3+n2+1’ n34+n2+1
3 2 1
o w>100
n

< nd4n?2+1>100n
e nP4+n2-100n+1>0

Aufgefasst als reelle Polynomfunktion f(z) dritten Gerades, kann eine positive Nullstelle be-
stimmt werden, ab der die Funktion iiber alle Grenzen wiichst. Falls die Nullstelle zy ¢ N, ist die
auf diese Nullstelle folgende natiirliche Zahl der gesuchte Folgenindex N.

fz) = 2®+2%—-100z+1
gesucht: f(z) = 0
=2’ +2°-100z+1 = 0

Die gesuchte Nullstelle kann mittels dem Newton Verfahren ermittelt werden:

p> +p2 —100p,, + 1
3p2 4 2p, — 100

Pn41 = Pn —

Fiir pg = 100 ergibt sich: p; = 66,78, po & 44,74, ..., pg =~ 9,50732, p1g ~ 9,50724. Damit ist
N =[9,507 + 1] = 10 der gesuchte Folgenindex.
Fir N =10: Yn € Nyn > N: |a,| < e.



