Christian Hoffmann (snick@cs.tu-berlin.de) WS 2001/2002 Marco Kunze (makunze@cs.tu-berlin.de) 21. 1. 2002 Sebastian Nowozin (nowozin@cs.tu-berlin.de)

Lösungen zum 11. Übungsblatt zur Mafi I

Lösung zu Aufgabe 41:

Die gegebene Gleichung hat 4 Lösungen:

z_0 =^4 √ 1 · e^{i·}(^{π8} ) = 1 · e^{i·}(^{π8} ) = cos (π 8 ) + i · sin (π 8 )

z_1 =^4 √ 1 · e^{i·}(^{π8 + π2} ) = 1 · e^{i·}(^{5π8} ) = cos ( 5π 8 ) + i · sin ( 5π 8 )

z_2 =^4 √ 1 · e^{i·}(^{π8 +π}) = 1 · e^{i·}(^{9π8} ) = cos ( 9π 8 ) + i · sin ( 9π 8 )

z_3 =^4 √ 1 · e^{i·}(^{π8 +i 3π2} ) = 1 · e^{i·}(^{9π8} ) = cos ( 9π 8 ) + i · sin ( 9π 8 )

Lösung zu Aufgabe 42:

(a) (i)

sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) ⇔ e^{x+y} − e^{−x−y} 2 = e^x − e^{−x} 2 · e^y + e^{−y} 2 + e^x + e^{−x} 2 · e^y − e^{−y} 2 ⇔ e^xe^y − e^{−x}e^{−y} = e^xe^y + e^xe^{−y} − e^{−x}e^y − e^{−x}e^{−y} + e^xe^y − e^xe^{−y} + e^{−x}e^y − e^{−x}e^{−y} 2 ⇔ e^xe^y − e^{−x}e^{−y} = 2e^xe^y − 2e^{−x}e^{−y} 2 ⇔ e^xe^y − e^{−x}e^{−y} = e^xe^y − e^{−x}e^{−y} (ii)

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y) ⇔ e^{x+y} + e^{−x−y} 2 = e^x + e^{−x} 2 · e^y + e^{−y} 2 + e^x − e^{−x} 2 · e^y − e^{−y} 2 ⇔ e^xe^y + e^{−x}e^{−y} = e^xe^y + e^xe^{−y} + e^{−x}e^y + e^{−x}e^{−y} + e^xe^y − e^xe^{−y} − e^{−x}e^y + e^{−x}e^{−y} 2 ⇔ e^xe^y + e^{−x}e^{−y} = 2e^xe^y + 2e^{−x}e^{−y} 2 ⇔ e^xe^y + e^{−x}e^{−y} = e^xe^y + e^{−x}e^{−y} (b) lim_{ε→0} cosh(ε) − 1 ε = lim_{ε→0} e^ε +e^{−ε} 2 − 1 ε = lim_{ε→0} e^ε + e^{−ε} − 2 2ε

= lim_{ε→0} e^ε − e^{−ε} 2 = 1 − 1 2 = 0 lim_{ε→0} sinh(ε) ε = lim_{ε→0} e^ε−e^{−ε} 2 ε = lim_{ε→0} e^ε − e^{−ε} 2ε = lim_{ε→0} e^ε + e^{−ε} 2 = 1 + 1 2 = 1 (c) (cosh(x))^′ = lim_{n→∞} cosh(x + h) − cosh(x) h = lim_{n→∞} e^{x+h} +e^{−x−h} 2 −^{ex+e−x}_2 h = lim_{n→∞} e^xe^h + e^{−x}e^{−h} − e^x + e^{−x} 2h l^′ Hospital = lim_{n→∞} e^xe^h − e^{−x}e^{−h} 2 = e^x − e^{−x} 2 = sinh(x)

(sinh(x))^′ = lim_{n→∞} sinh(x + h) − sinh(x) h = lim_{n→∞} e^{x+h}−e^{−x−h} 2 −^{ex −e−x}_2 h = lim_{n→∞} e^xe^h − e^{−x}e^{−h} − e^x + e^{−x} 2h l^′ Hospital = lim_{n→∞} e^xe^h + e^{−x}e^{−h} 2 = e^x + e^{−x} 2 = cosh(x)

Lösung zu Aufgabe 43: (a) f(x) = x^{(xx)} = e^{ln x(xx)} = e^{xx ln x} = e^{eln(xx) ln x} = e^{ex ln x ln x}

f^′(x) = e^{ex ln(x) ln x} · ( e^{x ln(x)} ln x )_′

= e^{ex ln(x) ln x} · ( ( e^{x ln x} )_′ · ln(x) + e^{x ln(x)} x )

= e^{ex ln(x) ln x} · ( e^{x ln x} (ln(x) + 1) · ln x + e^{x ln(x)} x )

(b) f(x) = arcsinh(x) Uminterpretierung: f^{−1}(y) = arcsinh(y) f(x) = sinh(x) ⇒ f^′(x) = cosh(x)

(f^{−1})^′(y) = 1 f^′(f^{−1}(y)) = 1 cosh(f^{−1}(y)) = 1 cosh(arcsinh(y)) = 1 √ 1 + (sinh(arcsinh(y))^2 = 1 √ 1 + y^2 Rückinterpretierung: f^′(x) = 1 √ 1 + x^2 (c) f^′(x) = ( x^2 sin(x) )_′ ( 1 + x^4 ) − ( x^2 sin(x) ) ( 1 + x^4 )_′ (1 + x^4)^2 = ( 2x sin(x) + x^2 cos(x) ) ( 1 + x^4 ) − 4x^5 sin(x) x^8 + 2x^4 + 1 (d) f^′(x) = ( x^2 − 2 3x )_′ · e^{√x} + x^2 − 2 3x ( e^{√x} )_′

= ( 3x^2 + 6

9x^2 e^{√x} ) + x^2 − 2 3x · e^{√x} 2 √ x (e) f^′(x) = − cos (cos(x)) sin(x) cos (sin(x)) − sin (cos(x)) sin (sin(x)) cos(x)

Lösung zu Aufgabe 44: ∞∑ n=42

(3x)^n 4^n ( 1 −^1_n

)_n = ∞∑ n=42

3^n 4^n ( 1 −^1_n

)_n · (3x)^n

lim_{n→∞}^n √ 3^n 4^n ( 1 −^1_n

)_n = lim_{n→∞}^n ( 3 4 ( 1 −^1_n ) )

= lim_{n→∞} 3 4 ( 1 −^1_n ) = lim_{n→∞} 3 4 ( 4 −^4_n ) = 3 4

Damit ist R =^4_3 , die Reihe ist für alle x ∈ R, x ∈ (−^4_3 ,^4_3 ) differenzierbar. Die Ableitung lautet:

f^′(x) = ∞∑ n=43 n · ( 3 4 · ( 1 −^1_n ) )_n · x^{n−1}