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Lésungen zum 6. Ubungsblatt

Diskrete und strukturelle Mathematik fiir Informatiker

Losung zu Aufgabe 1:

2)

Da [{zP~ !z € Z, \ {0}}| laut Satz 3.4 im Skript immer Eins ist, bleibt zu zeigen:

{a" 2|z € Z, \ {0}}| = p — 2

Weiter gilt nach Satz 3.3 im Skript, dass Z, ein Korper ist, da p prim ist. Wir beweisen die
obige Formel.

Dazu sei z € Z, \ {0} und e € Z, das Einserelement. Wir definieren b € Z,, als:
b= P2

Dann gilt:

= Ip—2
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Da Z,, ein Kérper ist, gibt es zu jedem x € Z, \ {0} genau ein eindeutiges und verschiedenes
Inverses !, d.h. es gilt:

{a" 2o € Zp \ {0}}| = {a ™ |z, 27" € Zp,a a7  =e}|=p—1

Dann ist
HreZp}l=p—-1+1=p

was zu zeigen war.

Zunichst, der Beweis, dass das zu Zeigende nicht gilt:

Z:czl
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Allerdings gilt die Gleichung fiir alle p > 2. Was nun zu zeigen wire.
p—1
dv = D
TEZ)p =1

p-(p+1)
2
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Zu zeigen:

p-(p—1)

5 =0 mod p

Da p > 2, und jedes p > 2 ungerade, folgt, dass p — 1 gerade. Folglich ist ’72;1 eine ganze
Zahl und sei hier k genannt. Also ist zu zeigen

p-k=0mod p

was leicht ersichtlich ist. Damit ist die Formel bewiesen, q.e.d. O

Loésung zu Aufgabe 2:

e in R[x]:
20 4ot 40 —22° 82 -3 = (z+1)- (2 + 323 — 20 —6) + (2® +3)
g +32° —20 -6 = (x+3)- (2> +3)+ (—bx — 15)
43 = (—%gf + gx - %) - (=bx —15) + (—24)
—br+15 = (%x+§)-(—24)+0

Folglich ist —24 der gesuchte ggT.
e in Zs[z]:

2® +dxt +42® - 202 32 -3 = (x+1)-(2*+32% 22— 1)+ (2® - 2)
2t 4+32% 22 -1 = (2+3)- (2> -2)+0

Folglich ist (23 — 2) der gesuchte ggT.

Lésung zu Aufgabe 3:

o Wir zeigen: 2% + 1 ist reduzibel iiber Zy, da
2 41 = (22 +1)(2® +1)
o Wir zeigen: 2* + 1 ist irreduzibel iiber Q.
Nehmen wir dazu an, 2% + 1 sei reduzibel. Nach Skript (2) ist
gt 1= (29 +bj_1a? ™+ b)) (2 4 g2 4 o)

mit 0 < 7 <4,0< k <4 und bo,...,bj_l,CO,...,Ck_lEQ.

Wir machen eine Fallunterscheidung beziiglich j:

— Sei j = 3. Dann folgt £k = 1 und es gilt:

st 1 = (2% 4 box? + bz + bo)(x + o)
= 2% 4 by + b2 + by + cox® + cobaz® + cobir + cobo
l‘4 + (bg + Co)$3 + (Cobg + bl)l‘Q + (Cobl + bo)l‘ + cobg
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Daraus folgt ein Gleichungssystem
b2 + Co = 0
A\ Cobg + b1 = 0
A cobi1 +bg=0
A cobg =1

Aus der Gleichung (4) ergibt sich, dass ¢ = %.

Mit (3) folgt, dass by = —bobg ist.

Jetzt folgt mit (2) das be = bobobo = b3 ist. Mit (1) folgt aus b3 + ¢y = 0 das cg = —b3

ist. Mit der am Anfang aus (4) gefolgten Bedingung ergibt sich:

1
—by = i —by =1
Diese Gleichung hat offensichtlich in Q keine Losung.
— Sei j = 2. Dann folgt £ = 2 und es gilt:

st 1 = (2% + b+ bo) (2 x4 o)
= '+ bz + bO:I:2 + 123 + by + c1box + CO:I:2 + cobix + cobo
= l‘4 + (Cl + bl)l‘g + (CO +c1b1 + bo)l‘Q + (Cobl + Clbo)l‘ + cobo

Daraus folgt wiederum ein Gleichungssystem:

c1+b;=0
AN cog+ciby+bp=0
AN coby +c1bp =0
AN cobp =1

Aus (5) folgt ¢; = —by. Mit (7) gilt: coby — b1bg = 0 < by(co — bg) = 0. Also ist by =0

oder ¢y = by. Fallunterscheidung:

* Sei by = 0, dann ist wegen (5) auch ¢; = 0. Dann ist wegen (6) auch ¢g = —bg und

(8) jetzt nicht mehr erfiillbar.

% Sel ¢g = by, dann ist wegen (8): cog = bg = 1 oder ¢y = byp = —1. Dann ist wegen
(7) auch ¢; = —b;. Wegen (6) muss co + (—b1)by + cog = 0 & b3 = 2¢g sein. Das

heifit es ist zu losen: b2 = 2, d.h. es gibt in Q keine Losung.

Damit ist z* + 1 in Q irreduzibel.

Losung zu Aufgabe 4:

. 0 1 x x+1 22 x2+1 932+z 12+x+1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 x x+1 22 x2+1 932+z 12+x+1

xT 0 x w2 z2+m ZS 12-1-1 z3+m2 z3+12+m
x+1 0 x+1 ac2+m z2+1 z3+m2 13+z2+m+1 z3+m z3+1

zz 0 zz 13 ZS +z2 z4 m4+z2 z4+13 z4+13+z2
z2+1 0 w2+1 z2+$ w3+z2+z+1 z4+$2 z4+1 w4+z3+$2+z w4+z3+z+1
12+x 0 12+x :63+:62 m3+z I4+CES x4+13+12+x I4+12 m4+z

12+CE+1 0 932+z+1 I3+12+I 933+1 z4+x3+12 z4+x3+z+1 934+z 9:4+ac2+1

3/3



