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Lésungen zum 5. Ubungsblatt zur Mafi 1T

Loésung zu Aufgabe 15:
Die Normalform der Ebene E hat die Form:

0
E={rcRnex=0}n=| 0
1

Eines der parallelen Lichtbiindel durchlauft den Endpunkt des Ortsvektors o, wodurch die
Gerade g definiert wird:

4 2
g= 3 |+x| 3 || eRr
5

Wir berechnen den Schnittpunkt zwischen der Geraden g und der Ebene F in zwei Schritten:

e Bestimmung von A fiir den Schnittpunkt zwischen g und E

4 2 0
-3 |+l 3 | O = 0
5 1
S5+ a = 0
aéO/\ _ 7§
«

Fiir a = 0 ist das Licht parallel zur Ebene, daher fillt kein Schatten des Ortsvektors o und
es existiert kein Schnittpunkt.

e Bestimmung des Schnittvektors

s=o+Xleos=| -3 |+ _% — _3_0%
) -5 0

Die Lénge des Schattens ist genau die Lénge des Schnittvektors s:
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Loésung zu Aufgabe 16:
Ya,b € R™:

la +bl* + [la = b]* =

= Z(a + 2a;b; —l—b2 —|—zn: a — 2a;b; +b2)
=1

i=1
n

= ) (207 +207)

=1
= 2Z(a?+bf) =2 (Zaf +be>
=1 =1 1=1
2
= 2
= 2([lal* +Io]*)
Losung zu Aufgabe 17:
(i) Va,b € R3:
(a)
&ng — a3bg
ao(axb) =aqe asby — a1bs = al(a2b3—a3b2)+a2(a3b1—a1b3)+a3(a1b2—a2b1)
a1bs — azb;

= ajasbs — arbaas + biasas — ajasbs + arbaasz — brazsaz =0

(b)

agbs — azby
be (a X b) =be a3b1 — a1b3 = bl(agbg — agbg) + bg(a3b1 — albg) + bg(albg - agbl)
albg — a261

= b1a2b3 - b1b2a3 + b1b2a3 - albgbg + (Ilbgbg - bla2bg =0
Damit gilt a e (a x b) =be (a x b).
(i) b € R3 fest, F : R® — R3 mit F(a) = a x b. Gesucht: (3,3)-Matrix A, so dass Vo € R3:

F(z) = Ax.
Es gilt:
ailp a2 ais T 1171 Q122 G1373
Az = az; a2 a3 i) = 2171 Q222 G23T3
az1 asz2 a3z xs3 a31T1 G322 A33T3
und
T2b3 — x3bo
Tz xb= 1‘3()1 — .%‘1b3

21by — x2by

2 von 4



Die gesuchte Matrix A erhélt man durch Betrachtung der Koeffizienten der einzelnen Kom-

ponenten:
0 bs —bs
= A= —bs 0 b1
by —by 0

Loésung zu Aufgabe 18:

(i) Va,b,c,d € R3:

((axb)xc)ed

0,21)3 — a3b2
a3b1 - (llbg xc|ed
albg — a2b1
= dq ((azby — arbs)es — (a1ba — agbi)ca) +
ds ((a1b2 — agbr)cr — (a2bs — asba)cs) +
dz ((agbsz — azbz)co — (asby — aibs)cy)
= a3b163d1 — a1b303d1 — a1b202d1 + a2b162d1 +
arbacidy — asbicidy — asbscady 4 agbacsdsy +

agbscads — asbacads — asbicids + a1bscids

[ ]
(l2b3 — a3b2 Cng — ngg
(CL X b) o (C X d) = CL3b1 — a1b3 ° C3d1 — Cldg
arby — azby c1dy — cady

= (a2b3 — agbg)(Cng — C3d2) + (Cl3b1 - a1b3)(63d1 - Cldg) + (albg - a2b1)(cld2 — Cle)
= agbzcads — asbzcady — azbacads + agbaczda +
azbicsdy — agbicids — arbscsdy + arbseyds +

arbacids — arbacady — azbicida + agbicad,y

Bei genauerem hinsehen stellen wir fest: Die beiden Terme sind gleich, und damit der Beweis
gegliickt.

ai bl C1 dl

= ag X bg X Co X d2

L\ a3 b3 3 ds
asbz — azbs cadz — c3d
= a3b1 — a1b3 X C3d1 — C1d3
a1by — azb; c1dy — cady

(agby — a1bs)(crda — cady) — (a1by — azby)(czdy — c1d3)
= (a1b2 — a2b1)(62d3 — 03d2) — (a2b3 — a3b2)(01d2 — CZdl)
(a2b3 — agbg)(C:gdl — Cldg) - (a3b1 - albg)(Cng - ngg)

a3b101d2 — a3b102d1 — a1b301d2 + a1b302d1 — a1b203d1 + CL1b201d3 + a2b103d1 — a2b101d3
= a1bacads — arbacady — asbicads + asbicada — agbscids + azbscady + asbacida — azbacody
a2b303d1 — a2b301d3 - a36203d1 + a3b201d3 - a3b162d3 + a36103d2 + a1b302d3 — a1b303d2
agbiczdy — asbicady + agbicids — asbicidz — arbacsdy + arbscadr — arbscids + arbacids
= —asbacad + asbacidy — arbacsds + a1bacads + agbscadi — asbscida + agbicsda — asbicads
a2b363d1 — albgcgdg + a1b302d3 - a2b301d3 — a3b263d1 + a3b103d2 — a3b162d3 + (Zgbgcldg
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asbicsdy — agbicady + aszbicids — a1bicsds + a1bicads — asbicids
= asbocsdy — asbocady + asbacids — ai1bacsds + ai1bacads — asbocids
a2b303d1 — a3b302d1 + a3b361d2 - a1b303d2 + a1b362d3 - a2b301d3
ai1bacsdy — ai1bscady + a1bscids — a1bicsds + a1bicads — a1bacids
asbacady — asbscady + agbscida — agbicsda + azbicads — azbacids
agbacsdy — agbscady + azbscida — asbicads + asbicads — azbacids
= (a203d1 — a302d1 + a361d2 — alcgdg —+ a102d3 — agcldg) -b—
(b283d1 — b382d1 + b301d2 - b103d2 + b102d3 - bgcldg) - a

ac3 — azcy bacz — baco
= asCi — ajicCs oed-b— b361 —b103 ed-a
aice — a2Cy bica — bacy

= (axc)ed-b—(bxc)ed-a

Lang aber bewiesen.
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